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Vorrede. 



fleim man einem Mathematiker gewöhnlichen Schlages 
die Forderung stellt, mit kurzen Worten den Zweck der 
höheren Analysis zu bezeichnen und die Bedeutung zu 
charakterisiren^ welche dieser Calcül für unsere Erkennt- 
niss überhaupt gewinnt, so erhält man in der Regel eine 
Antwort, als hätte man einen Freimaurer gefragt, was die 
Maurerei sei. Die ganze Auskunft besteht nämlich in bei- 
den Fällen darin, dass man nach einigen unbestimmten 
Redensarten ermahnt wird, sich in die Geheimnisse dieser 
Künste bis zu einem gewissen Grade einweihen zu lassen, 
weil vorher das Wozu nur sehr schwer deutlich gemacht 
werden könne. Nicht geringe Schuld an dieser nichtssa- 
genden Rede trägt wenigstens in der Mathematik (ob auch 
in der Maurerei, weiss ich nicht) die Yielheit der Systeme, 
welche geschichtlich hervorgetreten sind, und unter denen 
es in der That solche giebt, die ganz eigens zur Yer- 
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IV 

schleierung des sehr einfachen Wesens der Differenzial- 
und Integralrechnung aufgestellt zu sein scheinen. Es ist 
diese Thatsache um so schwerer und vielleidit nur aus 
der dem Deutschen angeborenen Systematisirsucht erklär- 
bar, als es eine ganz leichte rein empirische Methode 
giebt, um den Sinn der höheren Analysis zu erkennen. 
Betrachtet man nämlich die erste beste Reihe yon Aufga- 
ben irgend welcher Art und gruppirt sie nach der sehr 
natürlichen Unterscheidung, ob ihre Losungen den höhe- 
ren Calcul nothwendig erfordern oder nicht, so bedarf es 
nur geringer Beobachtungsgabe, um sich zu yersichern, 
dass alle diejenigen Aufgaben in das Gebiet des Elemen 
taren fallen, worin die zu betrachtenden Grössen entwe- 
der als schlechthin unveränderlich oder, falls sie Aende- 
rungen unterworfen sind, als aus diskreten Theilen zu- 
sammengesetzt angesehen werden, dass sich hingegen die 
Analysis des Unendlichen da mit gebieterischer Nothwen- 
digkeit aufdrängt, wo stetig veränderliche Grössen in 
den Kreis der Betrachtungen gezogen werden. Will man 
Beispiele und Belege hierzu, so braucht man nur auf solche 
Probleme der Geometrie hinauszusehen, in welchen einer- 
seits der Zusammenhang zwischen den Bestandtheilen einer 
aus geraden und gebrochenen Linien construirten Figur 
oder andererseits Beziehungen zwischen geraden und krum- 
men Linien gesucht werden; hier hat man schon den Un- 
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terschied ; in der gebrochenen Linie — und jede aas Ge- 
raden bestehende Figur kann als solche gelten — gesche- 
hen die RichtungsTeränderungen sprungweis und das Ganze 
besteht aus diskreten Theilen, die Cur?e dagegen ändert 
in jedem Punkte oder stetig ihre Richtung. So scharf 
diese Gränze ist, so leicht überschreitet man sie übrigens 
auch, ohne es zu bemerken. Sehen wir z. B. in einer 
algebraischen Gleichung die mit einem der letzten Buch- 
staben des Alphabets bezeichnete Grosse als blose Unbe- 
kannte an, so stehen wir noch im Bereiche des Diskreten, 
lassen wir aber die Unbekannte zu einer Unbestimmten, 
d. h. zu einer willkührlich yeränderlichen Grosse werden 
und fragen etwa, bis zu welcher Stelle der ganze Aus- 
druck wächst, dann wieder abnimmt u. s. w«, so kommen 
wir schon auf unausgesetzte Aenderungen und hiermit in 
das Gebiet des Stetigen. So werden wir durch rein em- 
pirische Beobachtung a posteriori zu einem Resultate ge- 
führt, das sich auch a priori ableiten lässt, wenn man 
philosophisch eine Orientirung des Grössenbereiches über- 
haupt unternimmt, was weiter auseinanderzusetzen hier 
nicht meine Absicht sein kann. Haben wir uns nun auf 
diese Weise überzeugt, dass der Zweck der höheren Ana- 
lysis kein anderer ist, als die Betrachtung stetig yeränder- 
Ucher Grössen, so wird es sich blos noch um die Mittel 
handeln, dergleichen gewissermassen im Zustande der Flüs- 
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VI 

sigkeit befindliche Wesen so anzufassen, dass sie nach be< 
stimmten Regehi behandelt werden können, ohne ihre 
charakteristische Eigenthümlichkeit einzubässen. Hier giebt 
es nun eine doppelte Schwierigkeit: eine philosophische 
und eine mathematische, oder wenn man will, eine mate* 
rielle und formelle. Die erstere liegt in der Begreiflich- 
keit des Stetigen überhaupt; rein anschaulich werden uns 
die continuirlichen Grössen gegeben, wir finden sie vor 
als einen der Bestandtheile unserer Anschauung nach den 
Formen des Raumes und der Zeit, und wenn wir daher 
auch wissen, dass ein Continuum möglich ist, so bleibt 
doch noch die Frage: wie ist ein solches möglich« Die 
zweite Schwierigkeit betriift die Bearbeitung des vorhan- 
denen Materiales nach den Regeln der Rechnung mit dis- 
kreten Grössen, und hier steht die Frage: in wie weit 
lassen sich die Operationen, welche zur Verknüpfung dis- 
kreter Grössen dienen, auf stetig veränderliche Grössen 
ausdehnen? Der Mathematiker befindet sich, wenn er 
seine Sphäre nicht verkennen will, bei diesen zwei Schwie- 
rigkeiten in einem sehr glucklichen Falle; die erste näm- 
lich geht ihn gar nichts an; so wenig der Geometer die 
Frage stellt, was ist der Raum, eben so wenig braucht 
der Analytiker sich um die innere Natur des Stetigen zu 
bekümmern; genug fiir ihn, dass die Existenz desselben, 
gerade wie jene des Raumes, eine unmittelbare und unbe- 
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zweifelte Thatsache der Selbstbeobachtung ist. Die zweite 
Schwierigkeit dagegen darf der Mathematiker nicht von 
der Hand weisen, da sie recht eigentlich in sein Fach 
gehört; aber er besiegt sie auch sehr leicht, indem er 
sich den BegrüF der Gränze bildet, gewissermassen die 
Brücke, welche aus dem Gebiete des Diskreten in das 
des Stetigen überfuhrt; die genauere Nachweisung hiervon 
giebt die zweite Hälfte der Einleitung S. 2 — 8, die auf 
weiter kein Verdienst, als das einer Uebersetzung New- 
ton 'scher Betrachtungen in die jetzige Sprache der Wis- 
senschaft Anspruch macht. Die Yerkennung der philoso- 
phischen und mathematischen Rechte an den Begriff der 
Stetigkeit hat übrigens einige Gonfusion in die Bearbeitung 
der höheren Analysis gebracht; nur eine lächerliche Furcht 
vor jenem Begriffe war es bei Lagrange, Arbogast 
und einigen untergeordneten Geistern, die allen Forderun- 
gen nach natürlichem und heuristischem Gedankengange zum 
Trotz die ganze Lehre auf den Kopf stellen und sie zu 
einer blosen Ableitungsrechnung werden liess, welche dem 
Spiele eines müssigen Kopfes ähnlicher sah, als einer 
nothwendigen Entwickelungsstufe in der fortlaufenden Aus- 
bildung der Grössenwissenschaft. 

Man wird es nach diesen Bemerkungen sehr natürlich 
finden, wenn ich die schon mehrmals ausgesprochene Mei- 
nung, dassman die höhere Analysis gleich auf die elemen- 
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taren Lehren der Bachstabenrechnang und ebenen Trigo- 
nometrie folgen lassen konnte, nicht nur theile, sondern 
diesen Weg sogar für den einzig wissenschaftlichen halte, 
und ich habe daher das vorliegende Werk mit einer Ein- 
leitung yersehen, welche da anhebt, wo der gewohnliche 
Schulunterricht aufhört und alles Das enthält, was man 
später braucht und nicht gerade voraussetzen darf. Dem 
übrigen Inhalte habe ich die möglichste Vollständigkeit zu 
geben gesucht und ausserdem manches Neue hinzugefugt, 
was der sachkundige Leser von selbst finden wird. 

Besonderen Dank endlich schulde ich noch Herrn 
Prof. Grnnert für die Uebernahme der ersten Correktnr, 
dem Herrn Verleger fiSr die nette Ausstattung des Bu- 
ches und Herrn Mädel U. in Weimar für die sorgfal- 
tige Ausfuhrung der Figurentafeln. 

Jena im November 1846. 

Schlömiich. 
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Einleitung. 



iille in der Mathematik vortsommeDden höheren Reehnungsweisen 
unterscheiden sich von den elementaren Betrachtungen hauptsächlich 
durch das Gepräge grosser Allgemeinheit« welches ihnen eigenthümlich 
ist. Diese ausgezeichnete Eigenschaft verdankt man der Einführung 
eines einzigen Begriffes, welcher selbst den höchsten Grad der Allge- 
meinheit enthält, den man einer mathematischen Abstraktion geben 
kann; es ist diess der Begriff der Funktion einer veränderlichen 
Grosse. Sind nämlich zwei der Veränderung fähige Grössen so an 
einander geknüpft, dass die Aenderung der einen nothwendig eine 
Aenderung der anderen nach sich zieht, so nennt man die eine eine 
Funktion der anderen. Bezeichnen wir also z. B. eine ganz wiiikühr- 
lieh veränderliche Grösse mit x^ so sind die Ausdrücke wie x^ y 3^, 
log or, sin o: etc. sämmtlicb Funktionen von .r, die sich hier nur da- 
durch unterscheiden, dass j^e von ihnen x in anderer Weise enthält, 
oder anderer Natur i^t. Setzt man eine solche Funktion einer anderen 
Grösse gleich, etwa loga; = 2^, so hat man jetzt zwei Veränderliche, x 
und y, von denen die erste die unabhängige, die zweite die abhän- 
gige Variable heisst, weil die Aenderungen der letzteren durch die 
Natur der Funktion selbst von denen der ersteren abhängen. Im All- 
gemeinen bezeichnet man die Funktionen durch die Buchstaben F, fy 
q)y ij; und ähnliche, denen man die Veränderliche, in Parenthesen ein 
geschlossen, beisetzt, also mit Fix), f(x), (p(x), '^(x) etc. Eine 
Gleichung wie yi=zf(x) bedeutet demnach: die abhängige Variable y 
ist durch irgend welche Rechnungsoperationen so an die unabhängige 
Variable geknüpft, dass sie sich mit jener gleichzeitig ändert. 

Es giebt auch Funktionen zweier oder mehrerer Variablen; in 
der Gleichung y=ax^-i'Cz^ z. B. hängen die Aenderungen des y von 
denen der x und z gleichzeitig ab; man bezeichnet diess mit yz=f(x,z) 

l 
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oder ^y =rif* (a:, t). Ebenso würden die Symbole y = F{x, z, f), y=: 
qi(x,z,t,v) Funktionen mehrerer Varisül^len andeuten. 

Mit Hülfe der analytischen Geometrie kann man sieh sehr leicht 
ein Bild jeder Funktion einer oder zweier Variablen rerschaffen. Denkt 
man sich nämlich in einer Gleichung wie yz=zf{x) die unabhängige 
Variable x als Abscisse» die abhängige y als Ordinate und den ganzen 
Ausdruck y=f(w) als Gleichung einer Curve, so giebt die letztere 
unmittelbar ein anschauliches Bild von dem Verlaufe der Funktion /*(a:). 
So würde z. B. y=iaa:^ eine Parabel bedeuten ^ wobei der Scheitel der 
Anfangspunkt der rechtwinklichen Coordinaten und die Achse der Pa- 
rabel die Ördinatenachse ist, ebenso y = — eine gleichseitige Hyper- 

x 

bei, wenn die Asymptoten zu Coordinatenachsen genommen werden. 
Um Funktionen zweier Veränderlichen zu construiren, muss man in 
den Raum hinausgehen und sich x, y, z als räumliche Coordinaten 
d'etik<^n/ dann' bedeutet eine Gleichung wi^e yr^f(x,z) geometrisch eine 
Fläche, z. B. y^=Vr^—a;^—z^ eine Kugel mit dem Halbmesser r. 

Da über die VVerthe der unabhängigen Variablen ganz und gar 
keine Bestimmung gemacht ist, so steht es uns auch frei, dieselbe 
sich so ändern zu lassen , dass sie von irgend einer Stelle an entweder 
beständig ins Unendliche hinaus wächst, z. B. für x=:ly 2, 3, 4 u. 
s. f.» oder aoaiasgesetzt verringert wird, wie z. B. wenn man x=^l, 
%, Vs otc. nimmt. Hierdurch wird offenbar auch eine beständige 
Aenderung in den Werthen der abhängigen Variablen hervorgerufen, 
die sich zwar wegen der grossen Allgemeinheit im Begriffe der Funktion 
geradezu nicht angeben lässt, für welche wir aber wenigstens drei Fälle 
unterscheiden können. Entweder nämlich durchlaufen die Werthe der 
Funktion das ganze unendliche Gebiet der Zahlen oder ein abgeschlos- 
senes Stück desselben, oder sie nähern sich einer bestimmten angeb- 
baren Grus^se als G ranze, Ais Beispiele für diese drei Fälle betrach- 
ten wir die Funktionen 

q)(x)== x^, il/(x)=cosx, f(x) 1= 



a-^^x 

für ins Unendliche wachsende x. Die erste nimmt offenbar mü ^ 
gleichzeitig unausgesetzt zu und durchläuft das ganze Gebiet der posi- 
tiven Zahlen ; die zweite osziliirt beständig zwischen den Gränzen -f- 1 
und — 1 hin und her, durchläuft also immer fort gewissermassen im 
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Kreise herum ein bestimmtes Intervall ; die dritte endlich nähert sieh 
einer bestimmten Gränze. Denn es ist anch 



und wenn nun x ins Unendliche wächst« so kann man offenbar ^ ■ 

kleiner als jede noch so kleine angebbaore Zahl machen ; es nähert sich 

foklich der Gränze Null und mithin f(a:) der Gränze Eins. Die 

Gränze selbst wird zwar nie erreicht« aber man kann ihr f^ai) so nahe 
bringen« als man nur will. Man bezeichnet einen solchen Gränzwerth 
durch die vorgeschriebene Sylbe Lim« also oben 

Lim — - — =r, für unendlich wachsende a?. 

Gränzwerthe für unausgesetzt wachsende od. abnehmende V^iable 
lassen sich übrigens leicht auf einander reduziren. Bezeichnet näJipalicIl 
CO eine beständig wachsende« 8 eine beständig abnehmende Grösse, 

so kann man — =siö setzen« weil jetzt 8 continuirlich abnimmt, Sß wie o 
wächst. Aus dieser Gleichung folgt aber «== ^^ und durch diese Substi- 
tution verwandelt sich die Gränzbestimmung für wachsende Wertbe' in 
eine iilr abnehmende Wertbe. 

Wir wollen uns nun mit der Aufsuchung einiger Gränzwerthe 
beschäftigen« welche für unsere weiteren Untersuchungen von der 
grossten Wichtigkeit sind« da die Operation des Gränzenüberganges 
ein Hauptmoment des höheren Caiculs ist« wie sich aus der zweiten 
Hälfte dieser Einleitung in die Differenziairechnung bald ergeben wird. 

Eine der einfachsten Aufgaben dieser Art ist: die Gränze des 
Quotienten -^- zu finden^ wenn wir 8 unausgesetzt abnehmen oder, 



was das Nämliche ist« sich der Gränze Null nähern lassen. Man ge- 
langt zu der Lösung dieses Profalemes leicht durch £9jgeii4e. Betraeti'- 

tungen. Bedeutet 8 einen Bogen <^5 so ist öy sin 9« fdglfch ^*" ■ 

^ 8 

< 1, ferner tanÄ > ö« lolglich« wenn man mit beiden in sin^ dividirt« 

1* 
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sind ' sind , « ^ sind «7. 1 . .#>».. e 
^ < -^— oder coso < -^. Wir baben so zwei Grossen gefun- 
den^ zwischen denen der fragliehe Quotient liegt; es ist nämlich 

1 ^ sin 5 ^ jt 
1 > -T— > cos ö. 

Lassen wir jetzt d der Gränze Null zueilen , so rucken die Grössen 1 
und cosd, zwischen denen unser Quotient enthalten ist^ immer näher 
an einander und fallen für d=0 zusammen; da aber der Quotient nicht 
ausserhalb derselben liegen kann , so rouss er jetzt ihrem gemeinschaft- 
lichen Werthe l==eosO gleich sein. Wir haben demnach die wichtige 
Gleichung 

Lim*-™^ = 1. (1) 

Wir können daraus gleich noch eine zweite ableiten, welche so lautet : 

Lim^-^ = 1. (2) 

Denn es ist 

tan d sin 5 1 

d "^ d * costf * 

' A 1 

und da sich hier für abnehmende h jeder der Quotienten — ^r- und ^ 

** coso 

der Einheit nähert , so folgt unmittelbar die Richtigkeit des genannten 

Theorems. 

Man überzeugt sich ebenso leicht auch von der Gültigkeit der 

olgenden Gleichungen: 

Lim -r--T> =1 und Lim 7 — 5 =1, 
sind tano 

die man auch noch unter einer anderen Form darstellen kann. Setzt 
man nämlich in der ersten siud = ö', so folgt 5 = Aresin d', wobei un- 
ter Aresin d' der kleinste unter allen zu einem Sinus =:d' gehörenden 
Bögen yerstanden wird. Da derselbe mit d gleichzeitig bis zur Gränze 
Null abnimmt , so ist jetzt für unausgesetzt abnehmende S 

Lim ^l:|l2i: = 1. (3) 

Nimmt man ebenso in der zweiten der obigen Gleichungen tan d = d', 
also d = Arctan d', wo wieder Arctan d' den kleinsten aller zu einer 
Tangente =d' gehörigen Bögen bezeichnet, so ist für unbegränzt ab- 
nehmende d' 
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Liin^I^ = l. (4) 

Die beiden so gewonnenen Sätze (3) und (4) bilden die Umkeh- 
rungen der unter (1) nnd (2) verzeichneten. 

Ein sehr fruchtbares Theorem , welches ebenfalls unter die Be- 
trachtungen über die Gränzen der Funktionen gehört, ist das folgende: 
„ wenn die Grösse fi nach Irgend einem Gesetze ins Unendliche wächst^ 
so nähert sich der Ausdruck 

einer festen Gränze, weiche zwischen den Zahlen 2 und 3 liegt. ^' 

Sei zuerst ft eine ganze Zahl =m^ so lässt sich leicht zeigen, 
dass der fragliche Ausdruck zwar immer zunimmt, wenn m wächst, 
dass er aber trotz seines beständigen Wachsthumes nicht einmal die 
Zahl 3 erreichen kann. Denn es ist nach dem Binomialtheoreme, wel- 
ches wir hier bloss für ganze positive Exponenten in Anspruch nehmen*). 



*) Dasselbe lässt sich sehr einfach auf folgende Art beweisen. Es sei 

wo Sm die als unbekannt vorausgesetzte Summe der Reihe recht« beseichnet 
Ebenso ist analog 

Äm-i-l + -^j:+ ^-^ X + ^^-^ X +... 

und durch Subtraktion 

d. i. 

Sm^-^Sm— 1 = XSm^ 1 j 
Woraus 

5« = (1 far)5TO-i 

folgt. Setzt man der Reihe nach m, W — 1, w— 2, ...2, 1 für //l, so erhält 
man die tn Gleichungen 

5m-.2 = {l+ar)5in-3 



$^=:i\^X)S, 
S, = il + X)Sa- 
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(1+1)«- 1 + « 1 . m(m-l) /lY «.(m-l)(m -2)/lY 

/i»(m — l)(»t —2) (m— iw— 1) / 1^\" 

•■+ 1.2.3 m \mj 

woffir auch geschrieben werden kann: 

^+m^ -* + r+-T2- + 17273 + •• 

■*" 1.2.3 m * ^^ 

Ebenso würde sein 

a + -L_r+' -1+1 4.iZäF +^.!Z«F^ ^'"^+1^ . 
^^^7^ -*+r+~TTr-+- — 17273 ^'•' 

1.2.3 (m + 1) 

Vergleichen wir zwei CiHeder gleicher Nummer aus beiden Reihen etwa 
die A'ten Glieder , so ist das Arte Glied der ersten Reihe: 

(i-l)(i-i)(l-i) (1-^-) 

m m m tu 

1.2.3 (Ä:— 1) 

offenbar kleiner ald das kie Glied der zweiten Reihe 

<^-^i>^^-^)^^-A) ^^-^> 

1.2.3 (A:— 1) 

weil wegen m<m -|-1 

MuUiplIürt man diese m Gleichongen mit einander und bemerkt, dass der 
ursprünglichen Bedeutung von Sm nacJi ^0=^1 ist, so folgt 

d. i. 

Sm= (1 + ^)'», 
"womit die gesuchte Summe gefunden. an4 zugleich das Binomialtheorem für 
positive ganze Exponenten bewiesen ist. 
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1-2<1 2 



m ?w + I 



m m+1 

folglich auch der Zähler dort kleiner als hier ist. Ausserdem aber, 
dass jedes Glied in der Reihe (5) kleiner Ist, als dad entsprechende 
in (6)^ enthält auch die letztere Reihe noch ein Glied mehr als die 
vorhergehende, folglich ist um so stärker 

(i+^)-<(i+-^irv 

m m+1 

Da offenbar nun wieder 

ist, so ergiebt sich, dass der Ausdruck 

Im 

m 

beständig zunimmt, wenn m wächst. Die Zunahme fängt an bei dem 

Werthe 2, welcher m =:. 1 entspricht, aber sie geht nicht ins tJn- 

1 2 
endliche fort. In der Reihe (5) nämlich sind die Grössen — — , 

^ ' mm 

*% «1— 1 

__,... ächte Brüche und mithin sind es auch die Differenzen 

m m 

l_i, 1_2, i_3 ^_m-l 

m m m tn 

wenigstens übersteigen sie die Einheit nicht, wie gross auch m 
werden möge. Daraus folgt, dass auch die Produkte 

(1-I)(1-|), (l_i)(l_l)(l-|) etc. 
mm m m m 

d. h. die Zähler der Relh^ngiieder fn (5) die Einliel! iiMkt fitN^rstel- 

1 

gen können; es kann mithin der Ausdruck (l-f-^)*" nicht grösser 

m 

werden, als die Summe der Reihe 
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folglich 



nnbegräDzt zuoiinmt. Es ist aber 






2.3'^ 


Ä-- 


<!)' 






1 ^ 

074< 


1 . 
2,2.2"' 

U. 8. f. 


■■■<Q' 






*4+o+i 


1 . 

1.2.3+- 


1 


1 




••+1.2 


.3.. 


.»( 



<■+>+!+ a;+ +©""'■ 



oder nach der Summeoformel für die geometrische Progression 
1+1+ i.+ 1 . . 1 



1 ' 1.2^ 1.2.3 ^ ••* ^ 1.2.3...m 



Weil aber der Ausdruck ( 1 + — ) "• nicht grösser als die Summe 

m 

der Reihe (7), diese aber kleiner als 3 — qj^—i ^**' ®® ^^^^ J®*** 



(1 + 1)« <3— *_^ mithin auch < 3, 



J-^mi 



und diess giit^ wie gross auch m sein möge. Da nun (1 + — )'"mit m 

gleichzeitig immer zunimmt , gleichwohl aber immer kleiner als die Zahl 
3 bleibt^ so muss sich der fragliche Ausdruck einer bestimmten und 

zwar festen Glänze < 3 nähern, weil ein Oszilliren von (1 -f — )*>* 

m 

durch den Nachweis seines beständigen Wachsthums ausgeschlossen 
ist. Man hat für diese Gränze den besonderen Buchstaben e einge- 
führt, welcher in der Analysis ebenso ausschliesslich zur Bezeichnung 

von Lim (1 + —)"» gebraucht wird, wie in der Geometrie der Buch-, 
m 

Stabe n für die Ludolphsche Zahl. Es Ist übrigens vermöge der De- 
finition von e, nämlich 
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c = Lim(l+-)'» (8) 

sehr leicht einen Näherungswerth für e zu finden, indem man fOr m 
eine ziemlich grosse Zahl setzt und die Potenzirung wirklich ausführt; 
so erhält man z. B. für m^lOOOOOO, e = 2,71828. Eine bequemere 
Methode für die Berechnung von e, welches, beiläufig gesagt, eine 
irrationale Zahl ist, werden wir später unter Anwendung der Differen- 
zialrechnung kennen lernen, wobei sich ergiebt: 6=32,7182818284590452... 
Es lässt sich nun auch leicht zeigen ^ dass die Gränze, welcher 
sich der allgemeinere Ausdruck (1 + -)f* für nach irgend einem 6e- 

setze ins Unendliche wachsende fi nähert, ebenfalls die Zahl e ist. 
Wäre nämlich ft ein ins Unendliche zunehmender Bruch (wie z. B. wenn 
man der Reihe nach |*=V2, 2V2, 3V"2, 4V2^ etc. setzte), sogiebt 
es doch immer zwei auf einander folgende ganze Zahlen m u. n=»t-^l, 
zwischen denen in jedem Falle der Werth von (i enthalten ist. ^Vegen 

m<^<« ist dann 1 > -> ?L, ebenso 1+ — > 1 +->!+- und 
m (i n m (i n 

folglich auch 

(i+ir>a+V>(i.+^f. 

m fi n 

Da aber (a zwischen m und n = m + 1 liegt, so können wir ^ = m-|-a 
und ii^zn — ß setzen, wo a und ß jedenfalls ächte Brüche sind; wir 
haben daher auch 

oder, was offenbar das Nämliche ist, 

[(.+i,-]-^i>a.iy>[(.+i)"].-i 

Lassen wir nun fi ins Unendliche zunehmen, so wachsen auch m und 
und n über alle Gränzen hinaus und wir haben daher 



Lim (1 + -l-v"'=c, Lim(l + -)" = e. 
m) n 

Ferner nähern sich die Exponenten l + ~ und 1 — -^ der gemeinschaft- 
lichen Gränze Eins, mithin haben die beiden Ausdrücke, zwischen denen 
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(1+ -'* immer liegt, deD gemeinscbaßlichen Gränzwerth «* = 6 und 
folglich mu8S auch 

Um(l + -f=e (9) 

sein, wo oun fi irgend eine positive unausgesetzt wachsende Grosse 
bezeichnet. — Wäre endlich fA negativ, also der Gränzwerth von 

(1 ) aufzusuchen, so bemerke man, dass 

ist und setze jetzt (i = l+X, so wird 

Nimmt nun fi ins Unendliche zu, so ist diess offenbar auch mit Ass 
1^—1 der Fall, folgl. Lim (1 + \)^^e und Lim (I + 1) = 1, mithin 

Lim (1 --)'*"'*=«?. (10) 

Fassen wir nun die unter (8), (9) und (10) gewonnenen Resul- 
tate zusammen, so ergiebt sich für jedes nach irgend einem Gesetze 
ins Unendlidie wachsende ii die wichtige Gleichung 

Lim(l + V=6. (11) 

Nehmen wir — = A also fA= j» so stellt sich dieselbe in folgender 
Form dar: 

Lim (l + d)J==€, (12) 

wobei sich das Zeichen Lim auf die unausgesetzte Abnahme von ö 
bezieht. 

Mau kann hieraus auch leicht den Gränzwerth von 

ableiten, wenn man voraussetzt, dass sich die Grosse a während der 
unbegränzten Abnahme von d nicht ändert. Man hat nämlich 

(l+a«)*=[(l+a«)«^«. 
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Hier nimmt die Grosse ad mit ö gleichzeitig bis zur Null ab, und folg- 
lich ist auch 



Lim (1 +ad)«^=e, 
mithin nach dem Vorigen 

Lim (l + ai)i=e^. (13) 

Grössen von der Form e« kommen in der Analysis häufig vor und 
fuhren da den Namen ExponenzialgrCssen. 

Man hat die Zahl e, welche in den vorigen Untersuchungen eine 
80 wichtige Rolle spielte, auch zur Basis eines logarltfcmischen Syste- 
nies gemacht, dessen Logarithmen man die natürlichen nennt und 
mit log nat oder einem blossen / bezeichnet Es gilt von denselben 
ein sehr bemerkenswerther Satz , zu dem man auf folgende Weise 
gelangt. Bezeichnet log den Logarithmen irgend eines Systemes, so 
ist offenbar 

!^t5=iog[(i+d)Ji. 

folglich, wenn wir zur Gränze für abnehmende i übergehen. 

Lim !28i^ = löge. 

Da es für das Bestehen dieses Satzes ganz gleichgüHig ist, naobwel. 
chem Gesetze ö abnimmt, wenn man es irar der NuU so nahe bringen 
kann, als man will, so hindert nichts , d = a« — 1 zu setzen, wo a die 
Basis der mit log bezeichneten Logarithmen und s eine bis zur Null 
abnehmende Grösse bezeichnet. Es ist dann die einzige dem & anter- 
egte Bedingung erfällt und 

Lim :g = log e, bas a 

oder, wenn wir umkehren und d tür b schreiben. 

Lim — j — = , bas a. 

löge 

Vermöge der Bedeutung von a ist aber 

folglich, weun man beiderseits die natürlichen Logarithmen nimmt, 

loge^a = le =1, 
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1 =la 



löge 
und jetzt nach dem Vorigen 

Lim2lz-J=/a. (14) 



Die beiden unter (13) und (14) gefundenen Gleichungen haben^ 
abgesehen von ihrer Wichtigkeit für die Differenzialrechnung^ schon 
an sich eine ganz eigenthümliche Bedeutung. Sie zeigen uns nämlich, 
dass die Operation der Gränzbestimmung zu einem Uebergangsmittel 
werden kami, um aus dem Bereiche der einen Funktion in den einer 
anderen zu gelangen. So giebt uns die Formel (13) ein Mittel an die 
Hand 5 um aus einer Potenz wie 6^ eine Exponenzialgrosse abzuleiten, 

indem man nur b = l + aö, (i ^-r zu setzen und zur Gränze fiir ab- 



nehmende d überzugehen braucht; ebenso würde man nach Formel 
(14) aus bf* für b = a, fi= d mit Hülfe einer Subtraktion, Division 
und eines Gränzenüberganges Logarithmen aus Potenzen berechnen 
können. Wir thun hier also einen tieferen Blick in das Gewebe der 
Funktionen, indem wir die Potenz als die gemeinschaftliche Quelle 
der Exponenzialgrussen und Logarithmen und zugleich auch die Ope^ 
rationen kennen lernen , durch welche der Uedergang vermittelt wird. 

Die Wissenschaft ist dem allgemeineD Gedanken, welcher sich 
hier ausspncht, nämlich Beziehungen zwischen anscheinend ganz ver- 
schiedenen Funktionen aufzusuchen und hierdurch den Zusammen bang 
Kwischeo den letzteren aufzudecken, noch weiter nachgegangen und 
ist so glücklich gewesen, auch zwischen der Exponenzialgrüsse und 
den goniometrischen Funktionen einerseits, so wie zwischen dem Lo- 
garithmus und den cyklometrischen Funktionen andererseits Relationen 
zu entdecken, welche die nämlichen Dienste leisten wie oben die 
Gleichungen (13) und (14). Das verbindende Mittelglied ist hier nicht 
ein Gränzenübergang, sondern das eine numensche Unmöglichkeit be- 
deutende Symbol V* — 1, und diess hat zur Folge, dass die betreffea* 
den Relationen nicht wie jene zur numerischen Berechnung taugen ; da 
sie aber analytisch uns sehr wichtig werden, so möge hier ^ine Ent- 
wickelung derselben folgen. 
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Bezeichnen wir die unmugiiche oder, wie man auch sagt^ ima- 
ginäre Zahl V — 1 der Kürze wegen ein für allemal mit i, so dass 

P = — i, i* = +1, i7 = — I, ... 

ist« und multipliziren die beiden ähnlich gebildeten Binome cosar-f t 
sino; und cos^-f tsiny mit einander« so ergiebt sich leicht 

(cos X + «sin a?) (cos y + tsin y) 
= cos X cos y — sin o; sin y -f- 1 (cos :z: sin y -f sin x cosy) 

d. i. nach zwei bekannten Formeln der Goniometrie 

(cos X + 1 sin x) (coBy + i sin y) = cos (a? +,y)+ 1 sin {x +y). 

Multipliziren wir beiderseits mit cosz-ftsinz und wenden auf der rech 
ten Seite das gefundene Theorem selbst wieder an« so wird 

(cosa: + isinar)(cosy + isiny) (cosz-ftsinz) 
= cofi(ar+y+z) + isin (o? + y + z). 

Beiderseitige Multiplikation mit cosi«-f ^'sinu gäbe 

(cos X + 1 sin x) (cosy + i sin y) (cos z + « sin z) (cos m + < sin u) 
= cos(ar+y+z+M) + i8iTi(x+y + z-t-u), 

Man übersieht leicht « wie sich dieses Verfahren beliebig weit fortsetzen 
Hesse und dass für m willkührliche Bugen Bi, G^, Sq,,., @m die Glei- 
chung gilt 

(cos @i -f i sin Bi) (cos 0^ -f i sin 0^) ... (cos 8m +i sin Bm) 
= coH(Bi + B^ + ... + Bm)+iB\n(Bi + B^ + ..,+Bm). 

Von diesem Satze ist hauptsächlich derjenige spezielle Fall wichtig« 
in welchem die Grössen Bi, B^f'Bm sämmtlich einander gleich und 
etwa = B sind; es geht dann unsere Gleichung in die folgende über 

(cos 0+ tsin 6)»»= cos 7110 -f 2 sin in@« (15) 

die unter dem Namen des Moivre'schen Theoremes bekannt ist. 

Man kann aus demselben leicht zwei schüne Sätze ableiten« mit- 
telst deren man cos m0 und sin mB durch Potenzen von ^ cos und 
sin B ausdrücken kann.. Wendet man nämlich auf die linke Seite das 
Bittomialtheorem für ganze positive Exponenten an und berücksichtigt 
die oben angegebenen Werthe von i^« ^^ i\ i^ etc.« so findet man leicht 
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cosmO-f tBiDinO 

= wiocos"*0— iwacos »»-20sln*6 + m4 cos "»—«Osin *©—... 

+ t{wiiCOS«-^ÄsinO — wtaCOS^-^Osin »O + m^cos^-^Sßin^S — ...) 

und hieraus durch Vergleicbung *} der reellen und imaginären Partieen 

coam&= j 

wiocos*»®— Wa cos"*- *6 sin *6+ WI4 cos»— *6 sin *©—... 1 ^ ^ 

sinm9 = l n7\ 

iiiiCos"»-^ösin© — wi3Cos'»-'Osin'6 + iw^cos^-^ösin*©— ..., f ^ 

wobei die erste Reihe nach geraden, die zweite nach ungeraden Po- 
tenzen von sin B fortschreitet. Dividirt man beide Gieichongen durch 
cos'"^, so erhält man noch die folgenden bemerkenswerthen Resultate : 



cosmo: 



cos*»*a? 
sinma; 



=s7Wo — «iatan%+»i4tan*jp — ... (18) 



cos"»ar 



= »titana7 — m^tan^x+m^ta.n'^j: — ... (19) 



Eine andere nicht minder wichtige Anwendung des Moivreschen 
Theoremes ist die folgende. Da in no. (15) die Grosse & ganz beliebig 



ist, so steht es frei, O = — zu nehmen , woraus sich ergiebt 
m 



oder 



(cos |-tsm — ) = cos 0? 4-1 sin o: 

m m 



3C •• 3C in 

(cos — ) ( 1 + itan — ) = cosar + isin x , 
m m 



und wenn wir *~ :=s ^ setzen » wo ^ läoeo Bf udb nrit dem Zähler 1 aber 
m 

beliebigen Nenner bedeutet, 

1 1 

(cos^;r)^(l-|-ltan^a:) ^ =: cosa: -|-tsinar. (20) 



«) A118 einer Gleichung wie A-\-Bi -= a-{-bi foljirt nämlich immer i4 = tf 
und B:=ö. Denn man hat zunächst A — « = (d — JT)i und durch beiderseitige 
Erhebung aufs Quadrat anter der Bemerkung, dass /^ = — 1 ist, 

iA—ay = — (Ä— i?)* oder (A — ay + iö^B)* =0, 
Quadrate sind immer positive Grössen; die Summe zweier posiliren Grössen 
kann aber nur dann Nali «ein, wenn jede für sich =^0 ist Daher nmss 
(yl— fl)» =0 »üd (ö-^B}* = sein, woraa« i4=:Ä, i?=d folgt, w. z. b. v. 
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Da nun die vorige Gieichoog für jedes auch noch so grosse m gilt und 
nie zu gelten aufhört , so niuss sie auch dann noch richtig bleiben, 
wenn man m unbegränzt zunehmen, folglich <& sich der Null nahem 
lässt und die Gränze sucht, welcher sich in diesem Falle der ganze 
Ausdruck links in (20) nähert. Wir betrachten zu diesem Zwecke je- 
den der Faktoren einzeln. 

Zuvorderst ist 



\ 4: 

(cQs^xy = (1 — sin ^x)^ 



sin^jr xflintfj: 



wovon man sich durch Multiplikation der beiden Exponenten überzeu- 
gen kann. Nimmt nun <& unausgesetzt ab, so vermindern sich auch'^a: 
siu'&a: und sin^o; bis zur Grftnze Null. Es ist daher nach Formel (13) 
fära=— 1, d=ein2^a? 



Lim(l-8in^ar)«i"'^*= r-i=i; 

e 

ferner nach no. (1) für d == ^o; 

T . sin ^x , 

und weil ausserdem Limsin<&a? = ist, so wird jetzt 



Lim(cos^ar)=| — I = 1, 



womit der Gräozwerth des ersten Faktors in (W) gefunden ist. 
Was den zweiten Faktor in (20) anbetrifft , so ist offenbar 

1 1 tan t^j r 

(1 + »tan d'x)^ = [(1 + I tan e-;!?)'*«''^' ]"^*" "^ . 

Die Grossen ^x und tan ^x nehmen hier mit ^ gleichzeitig bi^ zur 
Null ab; es ist daher nach Formel (12) 



Lim (l+aao'^;ir)**«'*^'= e 

und zwar reell, obgleich die Funktion imaginär ist, weil ttan^d^o: mit 
d' gleichzeitig verschwindet und es also für den Endeffekt gleichgültig 
sein muss, ob die Grosse 6 in (12) aus einer reellen oder imaginären 
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Gegend her bis zur Stelle Null gekommen ist. Femer haben wir nach 
Formel (2) ffir d = ^a: 



y . tan -^jr , 



mithin zusammen 



1 
Lim(l + itan'^^)^ = e^-^= e*»'. 

Benutzen wir nun die gefundenen Resultate für die Gleichung (20), 
so ergiebt sich die formeil sehr merkwürdige Relation 

e*^ = cos x+isina:, (21 ) 

welche uns ein Mittel giebt, um von der Exponenzialgrosse auf den 
Cosinus und Sinus zu kommen. 

Diese Gleichung gilt übrigens ebenso allgemein ^ als die gonio- 
metrischen Formeln^ von denen wir ausgegangen sind; man darf daher 
auch — o: an die Stelle von x setzen, wodurch man findet 

e~^* = cos;r — tsino:. 

Combinirt man diese Gleichung mit der vorigen durch Addition und 
Subtraktion« so gelangt man leicht zu den beiden Formeln 

cosa?=^?Ü^r^, (22) 

siua;= ^. ; (23) 

welche häufig gebraucht werden. Es würde hiernach auch leicht sein, 
alle übrigen goniometrischen Funktionen durch Exponentialgrossen mit 
imaginären Exponenten auszudrücken. 

Die Gleichung (21) lässt sich leicht in einige andere Formen 
bringen, welche uns später ebenfalls von Wichtigkeit werden. Multi- 
plizirt man nämlich beiderseits mit e^ = r, so ist 

«''•+** = rcosa?+»rsinar, (24) 

wobei man auch rcos;r= o und rsixiw = ß setzen kann, woraus folgt 

(r cos ar)2+ (r sin o:)« == «2 ^ ^ 
oder 

und ferner 

r sin o? . ß 

= tan .r = ?-, 

rcoax a 
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mithin 

X = Arctan ^ -{■ kn , 
a 

wo k eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Vermöge der neuen 
Werthe für roosar, rsin^^ r und x ist nun nach Formel (24) 

e * = a + ßi. 

Da aber ffir ß=zO die Gleichung sich auf die Identität ^<< = a redu- 

ziren muss, so folgt k=zO und mithin einfacher 

ß 

i/(a»+/?«) + i Arctan- » 

a + ßi=e «, (25) 

wonach man jedes aus einem reellen und imaginären Theile bestehende 
Binom in Form einer Exponenzialgrosse darstellen kann. 

Man kann die gefundene Gleichung auch umkehren^ wenn man 
bemerkt 5 dass aus einer Gleichung wie Az=e^ immer folgt lA = a, 
was bekanntlich die Definition des Logarithmus ist. Behalten wir diese 
Definition auch hier bei , so folgt jetzt 

l(a+ßi) = 4/(««+ ß^ + 1 Arctan ^. (26) 

Ebenso leicht würde man für negativ ß finden 

/(a—/Ji)=: i;(a2 + |S«) — i Arctan^, 

CK 

und wenn man diese Gleichung von der vorhergehenden subtrahirt und 
mit 2t dividirt 

^[lia + ßi) - /(a-^i)] = Arctan ^. (27) 

Hier lässt sich die in Klammern stehende Differenz nach der Regel 
Ix — /^ = / ^ zusammenziehen , weil diese Regel auch für imaginäre 
X und y gilt Der Grund hiervon ist leicht einzusehen. Die Formel 
Ix'-'l'jf^szl- ist bekanntlich eine unmittelbare Folge der Gleichung 

y 

e* ^ 69 ==6^+9^ sobald man auf diese die Definition des Logarithmus 
e*» = 2 anwendet* Die Gleichung c* . e» = c*+» gilt aber auch für 
imaginäre x und y, denn man hat 

= cos(a:+y) + isin(a: f y) = e(*+») ' ; 
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da nun die Definition des imaginären Logarithmus der des reellen ana^ 
log gebildet ist, so muss die Regel te— (y = /- auch für imaginäre 
X und fi gelten. Demnach ist aus Formel (37) 

wodurch der üebergang vom Logarithmus zu den cyklometrischen 
Funktionen überhaupt hergestellt ist, da man die übrigen Funktionen 

\rcsin - , Arccos 2. etc. leicht durch Arctan 2- ausdrücken kann. 

Ein Blick auf den ganzen Gedankengang zeigt uns nun den Zu- 
sammenhang der verschiedenen Funktionen nach folgendem Schema: 

Potenz 



Exponenzialgrösse Logarithmus 



Goniometrische Cyklometrische 

Funktionen. Funktionen. 

Der erste üebergang von der Potenz zur Exponenziatgrösse und 
zum Logarithmus geschieht mittelst einer Gränzbestimmung ; von da 
kommen wir mit Hülle der imaginären Beziehungen auf der linken Seite 
zu den goniometrischen , auf der rechten zu den cyklometrischen Funk- 
tionen. Zugleich sind die einander gegenüberstehenden Funktionen die 
Umkehrungen von einander. 

Wir können uns jetzt leicht einen Begriff von dem nützlichen 
Gebrauche des obigen Schema s machen , wenn es auch hier nicht mög- 
lich ist, ein Beispiel davon zu geben. Gesetzt, man hätte die Potenz 
für jeden Werth des Exponenten in eine Reihe, ein Produkt, einen 
Kettenbruch verwandelt, oder in sonst eine andere analytische Form 
gebracht, so wäre es sehr leicht, für die übrigen Funktionen des obi- 
gen Schema s die entsprechende analytische Form aufzufinden. Man 
brauchte nur auf jedes Glied der Reihe , des Kettenbruches etc. ganz 
dieselben Operationen anzuwenden, durch welche man die neue Funk- 
tion aus der alten ableitet. So würde man z. B. aus einer Reihe für 
bf^ eine Reihe für e^ dadurch entwickeln, dass man in jedem einzelnen 
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ßeihengliede l-|-a^ für b, j für ft setzte und dann zur Gränze für un- 
ausgesetzt abnehmende d überginge. Die wirkliche Ausführung dieses 
Gedankens bei verschiedenen analytischen Formen ist das Geschält 
des speziellen Theiles der algebraischen Analysis, welchem der oben 
schematisch angegebene organische Zusammenhang einer gewissen Reihe 
von Funktionen als leitender Faden zu Grunde Hegt, woran sich die 
verschiedenen Resultate aufreihen. Indessen ist das Detail hiervon 
für unsere Zwecke nicht nothig, und wir verlassen daher diese Be- 
trachtungen , um uns dagegen einem anderen Kreise von Untersuchungen 
zuzuwenden , worin wir den höheren Rechnungsweisen näher treten und 
uns über Mittel und Zwecke derselben völlig verständigen können. 



2* 
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l/ie grussfe Schwierigkeit , welche die Mathematik im Verlaufe ihrer 
stafenweisen Aushildang zu überwinden hatte, war die Losung des 
Problemes: das Gesetz der Stetigkeit, nach welchem sich alle 
in Raum oder Zeit ausgedehnten Grossen bilden, auf mathematische 
Begriffe zu bringen und es hiermit entweder durch Construktion oder 
durch Rechnung in den Kreis ihrer Betrachtungen zu verflechten. Schon 
in der Arithmetik kommen einige Fälle vor, bei welchen sich die genannte 
Schwierigkeit fühlbar macht (z. B. bei den periodischen Dezimalbrü- 
chen und irrationalen Wurzeln) und noch häufiger begegnet man ihr 
in der algebraischen Analysis, die sich zur Ueberwindung derselben 
den eigenthiimlichen Begriff der Gränze bilden muss. Theilen wir 
z. B. eine Grösse nach irgend einem Theilungsgesetze , etwa durch 
fortgesetzte Halbirung, in immer kleinere Theile und versuchen wir 
nachher dieselbe wieder aus ihren Theilen zusammenzusetzen, so stossen 
wir auf das für den ersten Anblick paradoxe Problem der Sumraimng 
einer unendlichen Menge immer kleiner werdender Grossen (der 
einzelnen Theile ) ; hier liegt die Schwierigkeit blos in der vermöge des 
Gesetzes der Stetigkeit unbegränzten Theilbarkeit der ursprünglich 
vorgenommenen Grösse; denn wenn man im Verlaufe der successiven 
Theilung auf ein untheilbares Letztes käme, so würde die entspre- 
chende Reihe eine endliche sein. In weit verwickelterer Gestalt aber 
erscheint die Forderung, sich des Stetigkeitsgesetzes mathematisch zu 
versichern, da, wo wir es nicht mit einer Grösse allein, sondern mit 
einem System zweier oder mehrerer Grössen zu thun haben, in wel- 
chem die eine Grösse den stetigen Aenderungen der anderen ihre Exi- 
stenz zu verdanken hat. Betrachtungen dieser eigenthümlichen Art 
kommen ganz besonders häufig in der Mechanik vor und geben dann 
immer zu einigen Aufgaben Veranlassung, deren hauptsächlichste im 
Allgemeinen so lautet: welcher ist der Totaleffekt einer Ursache, 
welche eine gewisse Zeit lang wirksam gewesen ist, vorausgesetzt, 
dass man entweder, wenn die Intensität der Ursache während jener 

Digitized by VjOOQIC 



2 

Zeit coDstant bleibt^ diese Intensität selbst kennte oder^ wenn sich die 
Intensität mit der Zeit ändert ^ ihren anfänglichen Grad und das Gesetz 
ihrer Aenderung weiss? Es giebt aber auch Probleme der Geometrie, 
welche ganz das nämliche Gepräge tragen und namentlich gehören hie- 
her alle Aufgaben über die Quadratur und Rektifikation der Curven, 
die Cubatur und Complanation der Flächen. So können wir uns z. B. 
in fig. 1 die von der Geraden AB, den Senkrechten AP, BQ und der 
Curve PNiNii,». Q eingeschlossene Fläche dadurch entstanden den- 
ken, dass eine auf OX senkrechte Linie A'^Faus der Lage ^IP paral- 
lel mit sich selbst bis BQ stetig fotligeriickt ist, während der End* 
punkt Y auf ihr selbst stetig auf und abstieg und so die begränzeode 
Gurve erzeugte. Natürlich muss in jedem bestimmten Falle das Gesetz 
bekannt sein, nach welchem der Punkt F auf- und absteigt, wenn er 
gerade diese oder jene bestimmte Curve beschreiben soll. Dieses Bei- 
spiel bildet ein vollkommenes Analogon zu dem obenangeführten Pro- 
bleme der Mechanik, welches man sehr leicht dadurch auf dasselbe 
reduziren kann , dass man sich die Zeit auf der Geraden OX ausge- 
dehnt, die veränderliche Ursache als die variabele Ordinate XY und 
die während einer bestimmten Zeit AB hervorgebrachte Wirkung als 
die überstrichene Fläche ABQP denkt Wir können demnach die 
Quadratur einer krummen Linie als das allgemeine Schema dieser ganzen 
Klasse von Aufgaben gelten lassen '^). 

Vergleichen wir mit dieser Entstehungsweise einer Grösse die 
anfangs betrachtete in der algebraischen Analysis vorkommende, so 
finden wir einen wesentlichen Unterschied. Dort würden wir die Fläche 
aus ihren Theilen, etwa ihrer Hälfte, dem Viertel, Achtel etc., also 
wieder aus Flächen zusammensetzen, oder überhaupt irgend eine 
Grösse als Aggregat ihrer mit ihr selbst gleichartigen Theile an- 
sehen, hier aber lassen wir die Fläche durch stetige Bewegung einer 
Geraden, und überhaupt eine Grösse durch stetige Veränderung einer 
mit ihr ungleichartigen entstehen. Während sich also die alge- 
braische Analysis vorzüglich mit Beziehungen zwischen gleichartigen 
Grössen beschäftigt, bekommen wir es auf unserem Felde mit Rela- 
tionen zwischen solchen Grössen zu thun, welche entweder geradezu 



*) Sehr schöne synthetische Betrachtungen dieses Genre's kommen in New- 
tons Principiis philos. nat. vor (de motu corporum lihcr primus Sectio I), 
womit man überhaupt diese ganze Einleitung zusammenhalten möge. 
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ungleichartig sind, oder es wenigstens werden , sobald man ihnen eine 
geometrische oder physikalische Bedeutung unterlegt. 

Treten wir jetzt näher an die vorhin angeregte Aufgabe über die 
Quadratur einer Curve, die wir als allgemeinen Typus unserer sämmt- 
liehen Aufgaben anzusehen haben. Für die Elementargeometrie ist die- 
selbe ohne Zuziehung eines neuen Prinzipes offenbar ganz unlösbar, 
weil vermöge des Gesetzes der Stetigkeit kein Theil einer krummen 
Linie, sei er auch noch so klein, eine Gerade ist und folglich kein 
Theil der fraglichen Fläche als geradlinig begränzt angesehen und da- 
nach seine Grosse berecboet werden könnte. Wenn wir nun aber auch 
vor der Hand auf eine vollkommen genaue Lösung unserer Aufgabe 
Veizicht leisten müssen, so wäre es bei der Wichtigkeit derselben 
doch wohl der Mühe werth, wenigstens eine angenäherte Bestimmung 
der unbekamiteB Fläche zu versuchen , was für manche, namentlich prak- 
tische Zwecke, schon hinreichen könnte. Hierzu bietet sich ganz von 
selbst ein sehr einfacher Gedanke an. 

Theilen wir die Basis AB unserer Fläche in beliebig viele Theile 
AMi, M1M2, M.^M^,...Mn-iB, deren Anzahl n betragen möge, und 
ziehen wir durch jeden derTheilpunkte Mi, M^i,... Mn—i eine Senkrechte 
auf AB, so zerfällt die ganze Fläche in eine Reihe von Streifen, welche 
wir mit einiger Aufopferung der Genauigkeit als Rechtecke ansehen 
und danach ihre Inhalte berechnen können. Lassen wir ferner, um eine 
bestimmte Bezekchnung einführen zu können, y^=if{x) die Gleichung 
der Curve bedeuten, wenn für O als Anfangspunkt der Coordtoateto 
OX= x^ XY=zy und f{x) eine beliebige Funktion von x ist, setzen 
wir endlich 

04= a, OB—h, mithin Jß = 6-a 
und 

also 

so ist vermöge der Gleichung der Curve 

Jtf^iiV^i=/'(a + <J,+da+...+*.-i), BQ^m; 
und folglich haben wir näherungsweis ; 
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M^M^N, N^ = M;,Ms .M.^N^= V(« + ^i + *ä) 

if«-i BQNn^i = Mnr^iB. Mf^i Nn-i = 6nf(a + ^1 + ^a+ .. . +^n^l) 

find durch Additioo dieser Gleichungen ergiebt sich jetzt foigende Nä- 
herungsforniel für die Fläche ABQP: 

wobei nicht zu vergessen ist, dass die Bedingung 

*i + *a + ^3 + *-- + *ft-i =* — a 
erfüllt sein muss. 

Aber diese Näherung muss als eine noch ganz rohe bezeichnet 
werden 9 da wir nicht im Stande sind, den Grad derseiben zu beur- 
theilen, oder, was auf das Nämliche hinauskommt, da wir die Gräneen 
nicht kennen, zwischen denen der begangene Fehler liegt. Wir wer- 
den daher genuthigt sein , diesen Mangel durch eine schärfere Auifas- 
sung unseres Problemes zu ergänzen , was vielleicht sogar die Möglich- 
keit gewähren konnte, uns von einer ungefähren Angabe des gesucli- 
ten Flächeniahaltes zu einer vollkommen genauen Berechnung desselben 
zu erheben. Hierzu führen die folgenden Untersuchungen. Die in den 
Eotfernungen d^, 6^, 8^, etc. gezogenen Ordinalen Mi Nu M^N^, 
JI3 N^s ete. kann man immer so legen, dass die begränzende Curve 
zwischen je zweien von ihnen entweder blos steigt oder blos fallt. In der 
That ist hierzu weiter nichts nüthig, als dass man zuerst von den höch- 
sten und tiefsten Punkten der krummen Linie (in fig. 1 z. B. Ni , N^, 
etc.) Perpendikel auf die Basis AB herablässt und zwischen diesen 
dann beliebig viele andere Ordinalen einschaltet. Unter allen den ver- 
schiedenen, theils positiven, theils negativen Differenzen, welche diese 
Ordinaten bilden, also unter den Grossen 

f(a-\■6l+^^-j'... + 6„)-^f(a+8l-^ö^ + ...+ön-^) 

muss es nun nothwendig eine absolutgrösste geben, welche etwa durch 
zwei in der Entfernung St von einander stehende Ordinaten gebildet 
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wird, wobei dt eine unter den Grossen öi, ö^s...Sn bezeichnet. Nen- 
nen wir p die Entfernung des Fusspunktes der ersten dieser Oirdinaten 
vom Anfangspunkte O, so sei 

das Maximum der Ordinatendifferenzen. Ist ferner In fig. 2. MM' 
QQ irgend einer der Streifen, in welche bei der vorigen Con- 
struktioD die krunimlinigbegränzte Fläche zerlegt wurde, und AM^=i 
^i+^2+!«-'+^Ä— 15 MM'=8h, so nehme man von Q aus QL= QL' 
=U und vollende das Rechteck LGG'V; hier liegt, weil TQ' kleiner 
als das Ordinatendifferenzenmaximum TG^k ist, der Punkt G jeden- 
falls über Q\ und G' unter <?', ebenso L über 0, und L' unter Q. 
Da nun die Curve während des Intervalles MM' entweder blos steigt 
oder bios lallt, so mass das Stück QQ* derselben ganz innerhalb 
des Rechteckes LGG'V liegen *), und hieraus folgt unmittelbar 

MM'QQ < MM' GL und MM'QQ > MM'G'V 

oder 

MIM'QQ\< MM'. ML und MM'QQ > MM'.ML\ 

oder wenn man für MM' seinen vorher bestimmten Werth setzt und 
bemerkt, dass ML^MQ^X, ML'^MQ—X ist, 

MM'Q'Q<^h{m^s^^-8^+...^-8h^^)-{^x'\, 

und wenn man den Streifen MM'Q'Q mit uh bezeichnet, 

und diess gilt auch dann noch, wenn OM=zp, also dh = Sk wäre, 

wo die Ordinatendifferenz ihr Maximum erreicht. Denn für diesen 

Fall würde sich die Zeichnung nur darin ändern , dass Q' mit einem 
der Punkte G, G' zusammenfiele. 

Denken wir uns jetzt die vorige Betrachtung auf jeden der in 
h^. 1. vorkommenden Streifen angewendet, so haben wir folgende 
Reihe von Ungleichungen: 



*) Diese Behauptung nebst ihren Couseqaenzen würde falsch sein , -wenn 
die begränzende Curve während jenes Intervalle« zugleich steigen und fallen 
durfte. Dann könnte sich nämlich die Zeichnung wie in fig. 3. gestalten 9 
wo man nicht behaupten kann , dass MM'Q'Q < MM' GL sein müsse. 
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aus deren Addition die neae Ungleichung entspringt: 

+ A(Äi+52 + ^3 + . •.•+«») 

> Mi+Ma + tt3 + .... + Mn > 

Hier ist die Reihe Si f{ay+ d^fia^ 81)-^- etc. die Summe der 
Rechtecke, die uns früher zur näherungsweison Bestimmung der ge- 
suchten Fläche führte; wir wollen sie mit Su bezeichnen» so dass 

ist. Femer hat man tfi + 5a+*3 + -'+^n = * — ^ "°<* ^'*® Summe der 
krummlinigbegränzten Streifen %, »29 ti^»'»iin gleich der gesuchten 
Fläche über AB = b — a, die wir, weil sie eine Funktion der Basis 
ist, = F (b — a) setzen wollen. Durch Einführung dieser Abkürzungctn 
geht die obige Ungleichung in. die folgende über: 

5„+jt(6-a) > F(6-^ff) > Ä„~.;i(6— a). 

Hiermit ist das Problem gelöst, die Gränzen zu finden, inner- 
halb welcher der Fehler liegen muss, den man dadurch begeht, dass 
man statt der krummlinigbegränzten Fläche F(6— ^) die Rechteck- 
summe Sn setzt. Denn es folgt jetzt . 

X(b^a) > F(6— a) - «« > - A(6— a), 
so dass also der absolute Werth des begangenen Fehlers kleiner als 
das Produkt aus der Basis und dem Maximum der Ordinatendiffe- 
renzen ist. 

Wir haben nun blos noch einen Schritt zu thun, um uns zu 
überzeugen, dass die Annäherung der Rechtecksumme an die Fläche 
so weit getrieben werden kann, als es nur verlangt wird. Denken wir 
uns nämlich die Ordinaten MiNi, M^N^, *>- Mn^iNn^ iestgehaiten 
und zwischen ihnen eine beliebige Menge anderer eingeschaltet, so 
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wird die Begränzungscurve auch zwischen je zweien unter allen den 
nunmehr dastehenden Ordinaten entweder blos steigen oder blos fallen, 
und folglich sind die neuen Differenzen kleiner als die alten. Nun ist 
aber die begränzende krumme Linie durch eine stetige Bewegung ent- 
standen^ mitbin selbst eine stetig verlaufende; fahren wir daher mit 
der Einschaltung immer neuer Ordinaten fort, so kunnen wir die Dif- 
ferenzen der benachbarten Ordinaten kleiner als jede noch so kleine 
angebbare Grosse machen und folglich auch das Differenzenmaximum 
l und ebenso das Produkt l(b — a) auf jeden beliebigen Grad der 
Kleinheit herabbringen. Der Fehler F(b^a) — Sn ist also, wenn man 
die Anzahl n der Ordinaten vermehrt und die Entfernungen 8i, ^»••. 
in derselben beständig verringert, einer unbegränzten Verkleinerung 
fähig. Konnte man X = machen, so wäre F(6->a) — iS^ = 0, folglich 
vollkommen genau F(b — a) = An. Diess lässt sich aber durch Con- 
struktion nicht erreichen; denn wie viele Ordinaten man auch einge- 
schaltet haben, wie gross also n und wie klein auch 6k sein mag, so 
ist doch X^:z f{p'\^k) — f(p) nicht schlechthin =0. Dagegen kann 
man arithmetisch zum Ziele kommen, wenn man die Null als den G r ä n z- 
werth iMtraohtet, dem sich alle die Grössen nähern, die einer unbe- 
gHtoJE^B Verringerung fähig sind« Gehen wir daher zur Gränze über 
för unautfgesetzl abnehmende d| , 6^,.*.8kySn und unbegränzt wach- 
sende n, se wird 

Luni = 0, Lim{F(6— a)-iS„)=0, 
oder F{b — a) = X#im Sn , 

und vermöge der Bedeutung von Sni 

F{b—a) = 
Lim { S^f{d) + 8^f{a^i) + *3 A«+*i+<J2) + • • + *« A«+*i + • • +<J*-i) U 
wobei immer 

*i + ^2 + ^8 + •..+*« = b — a 
sein moss. 

Hiermit ist nun eine vollkommen genaue Formel gefunden. Die- 
selbe gestaltet sich noch etwas einfacher, wenn man die Grössen 8i, 
S^y 9g, ...^n einander gleich und = 8 setzt; es ist dann: 

Fib-a) = 

Lim{i[f{a) +f(a+ö) +/-(«+2d) + . . .+f(a+i=id)]]. 

(nd= b — a). 
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Nimmt man noch ar=0> 6 =Ar, so wird 

(nd = x) , 
oder weil aas nÄ 2= jr , ä = — folgt : 



Die beiden letzten Formeln geben die über der Stvecke OX=:x 
(in üg. 1.) stehende, durch OÄ = /"(O), jrF=/*(ar) und die 
Curve RPQ Y begränzte Fläche. Man kann daraus die vorige Fläche 
leicht wieder erhalten; wenn man x^=b, x^^rza setzt und die beiden 
so entstehenden Werthe, nämlich die Flächen OBQB und OAPR, 
von einander abzieht. 

Es spricht sich in den obeoentwickeitea Formeln aadi tein gMix 
allgemeines Gesetz aus, welches ^ne Relation zwischen den beiden 
verschiedenen Entstehungsweisen mer Grösse angidbt. Die Fotib* 
tionen F(x) und f(x) bedeuten nämlich ungleichartige Grössen , von 
denen die erstere durch stetige Aenderang der letzteren entstanden 
ist, unsere Formel aber, welche der analytische Ausdruck für diesen 
Process ist, verlangt zwei Operationen, erstlich die Addition der Pro- 
dukte -/(O), -f(-^y ^f(^\ etc. und darauf einen Gränzenüber- 

gang. Bemerken wir nun, dass jene Produkte mit F{x) gleichartig 
sind, weil sie Theile von F{x) bedeuten, so haben wir folgendes all- 
gemeine Theorem: 

Von den zwei möglichen verschiedenen Entstehungsweisen einer 
Grösse, die man vielleicht nicht unpassend einer unorganischen An- 
häufung und einem organischen Processe vergleichen könnte, lässt 
sich die zweite auf die erste zurückführen, wenn man mit dieser die 
Operation eines Gränzenüberganges verbindet. 

Als Beispiele hierzu wollen wir in der letzten der gefundenen 
Formeln folgende spezielle Fälle der Funktion f{x) betrachten. 

1) Es sei f(x)=zgx, wo g einen constanten Faktor bedeutet. 
Es ist dann 
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F<.,=u™||[,J+,^+,^+...+,"-=L'3J 

=Liin{^J[l + 2 + 3+... + (n-l)]l. 
Aadererseite hat man aber nach einer bekannten Formel 

l+2+3+...+(«-l) = ?^^^, 
folglieh 

5[.+2+3+...+<.-I)] = ^,.!l<!f« = (l-l)f 

und hieraus durch Uebergaog zur Gränze für unausgesetzt wachsende n 

F(ar) = Lim 1^(1 — -)^ =9^' 

Diess stimmt in der That mit dem Resultate zusammen» welches sich 
unmittelbar aus der Geometrie ergiebt, wenn man bemerkt, dass für 
f(a:) =^gx die Curven i^F zu einer durch den Punkt O gehenden Ge* 
raden wird und mithin die Fläche OXYR sich in das Dreieck OXY 

verwandelt, dessen Inhalt =^^OX.XY=^ ^a:.gx^=^g-^ ist.*) 

2) Für f{x) = ga^ findet sieh sehr leicht 

F(a:)=Limt.i7^;[l«+2^+3«+... + (ii^l)«]l, 
oder weil bekanntlich 

ist, auch 

F(x)=Lim. /'^"-y =ai . ^»=Lim.^(2-l)(l-l)-' 
oder 

Hierin spricht sich die von Archimedes gefundene Quadratur der Para- 



*) Denkt man sich x aU die verfliessende Zeit, ffX als Geschwindigkeit 
eines bewegten Punktes und F(x') als den Ton ihm durchlaufenen Raum, so 
ergiebt sich der Satz: „nimmt die Geschwindigkeit eines Punktes der Zeit 
proportional zu , so verhalten sieh die durchlaufenen Räume wie die Quadrate 
der Zeiten 'S der als das Galileische Fallgesetz bekannt ist 
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bei ans. Ziehen wir nämlich durch den Scheitel O einer Parabel (fig. 4) 
OX senkrecht auf die Achse und setzen OX= x, XY-^zy^ so ist 
bekanntlich y =: ga^ die Gleichung der Parabel. Schreibt man das ge- 
fundene Resultat unter der Form — ^^ — , so erkennt man auf der Stelle^ 
dass die Fläche OXTQ ein Drittheil von der Fläche des Rechtecks 
OXYZ ist, woraus folgt, dass die Fläche OQ FZ zwei Drittheile des- 
selben ausmacht, was zuerst von Archimedes bewiesen wurde. 
3) Ffir f{ac) = o* hat man 

Die eingeklammerte Reihe lässt sich leicht summiren , wenn man sie 
in folgender Form darstellt 

und nun die bekannte Summenformel 

für tc = a" in Anwendung bringt* Man findet so: 



F(a:)=Lim?.l£!>Lzi = Lim ^ 



(a--l):f 
n 



Nach Formel (14) auf Seite XII ist aber für unausgesetzt abneh- 
mende S 

Lim — ^ — = /a, 

wo la den natürlichen Logarithmus von a bedeutet, folglich wenn d 

= ^ gesetzt wird und jetzt n ins Unendliche wächst, 
n 

X 

Lim (a" — !):—=/«. 
n 

Unter Anwendung dieses Satzes ergiebt sich aus dem Vorigen 
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Mao wird mm diesen Beispieleii leicht ersehen , in welcher Weise 
die bei der allgemeinen Formel angedeuteten Rechnuogsopevationen 
ausznfllhren sind* ZnvS^derst hat man in jedem spealellen Falle die 
Summe der endlichen Reihe 



aufzusuchen, weil man ohne diese den Totaleffekt nicht beurtheilen 
kann^ welchen das beständige Anwachsen der Zahl n hervorbringt. 
Diese Nothwendigkeit der Summining einer endlichen Reihe verursacht 
eine nicht geringe Schwierigkeit in der Behandlung aller Aufgaben die- 
ser Art. Wir kennen nämlich nur von einigen wenigen endlichen Rei- 
hen die Smineo, aber auch selbst diese würden fiSr eine ü^stonatiscbe 
Bearbeitung unseres Problemes nur von sehr untergeordneter Bedeu- 
tung sein. Denn hier käme es zunächst darauf an , für alle die aus 
der algebraischen Analysis bekannten Funktionen : 

^(ar) = .T«, a*. Ix, sinar, cosa:, isLnx, coto:,... 
Aresin a: , Arccos a^ , Arctan o: , . • . 

die zugehörigen Funktionen F {x) aufzusuchen y die gewissermassen die 
Grundpfeiler des ganzen neuen Calcüls ausmachen würden. Aber da 
stossen wir schon bei der ersten Aufgabe auf eine grosse Schwierig- 
keit; es wäre nämlich zu ihrer Lösung noth wendig, die Summe der 
Reihe 

©'+(i)"+©'+-+(^)' 

d h. die der etwas einfacheren 

l« + 2» + 3« + ... + (« — !)« 

für jedes beliebige a ausfindig zu machen, was in dieser Allgemeinheit 
mit den Hülfsmitteln der gewuhnlichen Algebra — und andere haben 
wir hier nicht — geradezu unmöglich ist. Nicht besser würde es uns 
für f{x) =:tana7. Aresin ar etc. gehen. 

Wie aber, wenn man statt fruchtloser Bemühungen, die aus- 
deuteten Sehwierigkeites zu beseitigen, eine Umgehung derselben ver- 
suchte? Könnte man nicht vielleicht einen indirekten Weg einschla- 
gen, etwa durch Umkehrung der Aufgabe selbst? Es ist nicht schwer. 



Digitized by VjOOQIC 



12 

diese Frage ge&ötig su bemrtlieileD. Nehnken wir «», es siei die um- 
gekehrte Au%abe gelltol und man habe für vefachiedepe Fanktioimi 
F(^) die eBtsprecbeodeo f(a^) gehinden, eo würde man sieb eine Ta- 
belle dieser Resultate machen können , welche etwa sa a«ise9be: 

Gegebene F(x) Gesucht /*(^) 



la 



gx 



Wollte man nun dagegen zu einem gegebenen f(x) das zugehörige F{x) 
finden, so brauchte man blos nachzusehen, ob dievorgel^te Funktion 
/(^) unter der Rubrik f{x) T<Mrkommt ; die links daneben stehende Funktion 
wäre dann das gesuchte F(ar). Ja, was noch mehr ist, es muss so- 
gar möglich sein, aligemeine Regeln zu entdecken, nach welchen man 
zu einer Funktion, die zwar selbst nicht unter der Ueberschrift f{x) 
steht, die aber aus anderen zusammengesetzt ist, die einzeln unter 
dieser Ueberschrift vorkommen, die zugehörige Funktion aus denjeni- 
gen Funktionen ableiten kann, welche den Theilen der gegebenen 
Funktion entsprechen. So wird man z. B. aus der allgemeinen Gl^ 
cbung, welche den Zusammenhang zwischen f{x) und ¥{x) angtebl, 
leicht das Theorem ableiten: wenn zu f(x)y 9(^)9 '^{x) die Funk- 
tionen F(x), 0(x), W(x) gehören und 

f(x)=^(p(x) + ^(x) 

ist, so muss auch 

Fix)=0(x)+W(x) 

sein. Daraus folgt z. B. , dass der Funktion /(x) =: gx+ga^ die| Funk- 
tion F(x) = x Ig^-^-^gx^ entspricht. 

Soll aber die praktische Ausführung des Gedankens, vorerst aus 
der Natur der Funktion F(x) die von f(x) zu bestimmen, möglich sein, 
so müssen sich die Rechnungsoperationen, mittelst welcher man f(x) 
aus F(x) abzuleiten hätte, einfacher als die gestalten, welche wir der 
umgekehrten Aufgabe dienen sahen. Ehe wir diess entscheiden kön- 
nen, müssen wir natürlich die fraglichen Operationen erst kennen zu 
lernen suchen und zu diesem Zwecke wenden wir uns an fig. 5« In 
dieser sei wie bisher OX:=x, XYxf(x) mä die Flltehe OXYR 
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= F(a:), wobei wir jetzt die letztere FunktioD ale bekannt aozueeben 
haben. Geben wir dem x eineo Zuwachs XX':=z8, «o nimmt F(a) um 
den Streifen XX TT m. Da die GrOese d noch bdiebig ist, so kön- 
nen wir dieselbe immer so gross oder nuthigenfalls so klein nehmen, 
dass die Curve RYT von T bis T entweder blos steigt oder blos 
ftllt. Wir haben nun OXTR=F(x+S), XX T T= F (x+S) ^-^ F(a;) ; 
ziehen wir TT\\ TT\\XX, so ist, wenn ein beständiges Steigen der 
Curve Statt findet, 

XX'rT> XX'TT> XXTT 
oder 

XX' .XT "> XXTT> XX .XY 

d. i. nach unserer Bezeichnungsweise 

9f{^\^>F{x^d)-F{x)>df{x), 

und wenn die Cur?e beständig fiiUt wie in ^%. 6. 

XXTT> XXTT> XXTT 
oder 

XX.XX> XXTX>XX.XX 

Sf(x) > F(x +S)^Fix) > dfix + S). 

Aus diesen beiden Ungleichungen ergeben sich durch Division mit ö 
die beiden folgenden: 

welche man dadurch in eine einzige zusamraeniassen kann, dass man 
sagt: der Qn<Ment 

3 

liegt jedenfalls zwischen f(x) und f{x -f S), gleichviel welcher von den 
beiden letzteren Ausdrucken der grössere ist. Aus dieser Eigenschaft 
von f(x) und f(x + S) ergiebt sich nun leicht ein Mittel, um f(x) 
durch F(x) auszudrücken. Lassen wir nämlich 6 beständig abnehmen, 
so rücken die Werthe von f(x) und /(^r-f-d) immer näher an einander und 
folglich auch immer näher an den zwischen ihnen liegenden Quotien- 
ten. Hat endlich ö die Gränze Null erreicht, so fallen die beiden 
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äussersten Wertbe zusammen und da der fragliche Quotient immer zivi- 
schen ihnen bleibt, so muss er ihrem gemeinschaftlichen Werthe f(x) 
gleich sein. Die bisherige Ungleichung ver^^andelt sich daher in die 
folgende Gleichung: 



mit welcher unser Problem gelost ist. 

Vergleichen wir die Operationen, durch die f{x) aus F{x) ab- 
geleitet wird, mit denen, welche zur Lösung der früheren direkten 
Aufgabe nothig waren, so werden wir in Absicht auf die Einfachheit 
derselben einen wesentlichen Unterschied wahrnehmen. Während dort 
die Summirung einer Reihe verlangt wurde, haben wir es hier blos 
mit einer Differenz zu thun , im Uebrigen aber bleibt sich Alles gleich, 
da wir beiderseits die Operation des Gränzenüberganges ausführen 
müssen. Da gar kein Zweifel darüber sein kann, welche von beiden 
Operationen die einfachere und leichtere ist, so werden wir nun den 
bereits angedeuteten Gedankengang wirklich ausführen, indem wir zu- 
erst die Aufgabe bebandeln, aus einer gegebenen Funktion F{x) die 
entsprechende f{x) abzuleiten und dann die andere, F{a:) aus f{x) zu 
bestimmen , nicht , wie früher , direkt lüsen , sondern sie auf die vor- 
hergegangene reduztren. Die beiden verschiedenen Arten vpn Calcül, 
welche hieraus entspringen, führen die Namen: Differenzialrech- 
nung und Integralrechnung und verhalten sich ungefähr zu einan- 
der wie Subtraktion und Addition. Die Probleme der Integralrechnung 
sind die direkten, von der Natur der stetigen Grössen unmittelbar ge- 
botenen , ihre Lösungen zeigen uns in der mathematischen Physik den 
Verlauf der Wirkungen gegebener Ursachen, die Probleme der Diffe-^ 
renzialrechnung sind die indirekten aber dafür leichter zu lösenden. 
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Erste AbtheiloDg. 

Theorie der JHjBTerenaiiairechnung, 



Cap. I. Allgemeine Begriffe and Fundamentalsätze der 
Differenzialrecbnung. 

■,"'.' ' §1- 

Bezeichnungsweise in der Differenzialrechnunj, 

Wir können für die Lusting der bereits angedeuteten Hauptauf- 
gabe der Differenziatrechniing: ^^aus einer gegebenen Funktion F(x) 
eine andere f(x) der Art abzuleiten^ dass 

o 

ist'S drei verschiedene Geschäfte des Calcüls unterscheiden; zuvor- 
derst nämlich haben wir der unabhängigen Variablen x einen Zuwachst 
ertheilt, wodurch sich im Allgemeinen der abhängigen Variablen ver- 
gifilssert oder verringert; hierauf dividiren wir die Aenderung der ab- 
hängigen Veränderlichen durch die der unabhängigen und gehen end« 
lieh ztir Gränze für unausgesetzt abnehmende S über. UiDsichtlich d^ 
letzten dieser Operationen sind nun hauptsächlich zwei Fälle zu unter- 
scheiden. Entweder nämlich lässt sich das S im Nenner gegen ein 
möglicherweise im Zähler vorkommendes 6 heben und dann muss die 
Vollführung des Gränzenübergangcs zu einer völlig bestimmten Funk- 
tion f(x) führen, die selbst stetig und endlich ist, wenn es F(x) war, 
wie unmittelbar aus der Einleitung hervorgeht, oder man kann oder 
will auch vielleicht 8 nicht gegen ein S im Zähler heben, in welchem 
Falle man aber auf eine unmittelbare Angabe der fragl. Lim. selbst 
verzichten muss, weil sich dieselbe, wenn man wirklich noch ö bis 
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zur Gränze Null abnehmen lassen wollte, unter der unbestimmten und 

vieldeutigen Form ^ präsentiren wurde. Diese zwei verschiedenen 

Fälle führen von selbst zu einer doppelten Bezeichnungsweise. Im er« 
sten Falle nennt man die sich ergebende Funktion f{a:) die aus F{x) 
derivirte Funktion und bezeichnet sie mit F{x). Man bat hier- 
nach z. B. für F{x)=.\x^ 

P (,:) =Lim U^-fy-jg.^ ^ Um ^"^ + f^+iJL^ 
o 

und etwas verwickelter för F(x) = STa+x, 

r (x)== Lim V;a + ^+^- V^ 

oder wenn man Zähler und Nenner mit V^a+^ + d + V a+j? multi- 
plicirt und den Satz ( V^ — V^j3) ( W+ V^j3) = er — j3 in Anivendung 
bringt 

f-r:r^ =. Um _l aj:£+j): -(a+^) 

T. 1 1 

:^ Ljim — ^ = — > 

Wird dagegen, wie der zweite der unterschiedenen Fälle angiebt, in 
der Formel 

das d des Nenners nicht gegen ein d im Zähler gehoben , so muss man 
die Operation des Gränzenüberganges angedeutet lassen ^ ivobei man 
aber die Bezeichoungsweise etwas ein&cher und 'bequemer machen 
kann. Zuerst wird es hier darauf ankommen, den Zuwachs oder die 
Aenderung ö 46r unabhängigen Variablen so zu bezeichnen, dass man 
«aus dem Symbole selbst erkennen kann, dass es lediglich zu x gehurt 
und nicht etwa den Zuwachs einer anderen Veränderliehen bedeutet. 
Denn wenn z. B. in einer Funktion mehrere Variable x^ y, z vorkä- 
men, von denen x in x + S, y in y+£, z in z-^-^ überginge, so würde 
man das Gedächtniss imicer mit der Bemerkung belästigen müssen, 
dass 8 zxL X, b zu y und i zn z gehöret Diesem Uebelstande weicht 
man dadurch sehr leicht aus, dass man nur einen Buchstaben 6 braucht. 

3* 
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ihm aber die Verfinderliche , deren iDkrement er bildet, als Marke ao 
hängt. Man wurde also statt d, e, {; im vorigen Beispiele jetzt ix» 
dy, S» schreiben, wobei es übrigens gewohnlich geworden ist, statt des 
kleinen d ein grosses zn brauchen, so dass der Zusammenhang zwi- 
schen /(a:) und Fix) sich nnn in folgender Form darstellen würde: 

So wie aber Jx die Aendening der Variablen ar , oder was das Näm- 
liche ist, die Differenz {a:+ Ja) — a: bezeichnet, so wird entsprechend 
Jf{x) die Aenderung der Funktion F(jf) d. h. die Differenz F(x + Js) 
— F(x) bezeichnen müssen, und demnach nimmt die vorige Gleichung 
die folgende Gestalt an 

^X 

worin man Jx und Jf^x) die Differenzen von .Tx und F{x) nennt. 
Wie nun schon bemerkt worden ist, würde man bei dem Versuche, 
die durch Lim angedeutete Operation des Gränzenfiberganges wirklich 

auszuführen, auf das vage Resultat ^ kommen, weil Jf{x) im Allge- 
meinen mit Jx gleichzeitig bis zur Gränze Null abnimmt. Da hierdurch 
der Ueberblick über die Entstehungsweise der beiden Nullen 
gänzlich verloren gehen würde , so pflegt man die unbegränzte Abnahme 
von Jx und Jrix) blos anzudeuten, wobei man sich dahin vereinigt hat, 
in diesem Falle d für J zu schreiben und gleichzeitig die Sylbe Lim, 
deren beständige Wiederholung sehr lästig werden müsste, wegzulas* 
sen. Demnach ist identisch 

Jx dx 

und hierbei nennt man die Grössen dx und dF{x) die Differenziale 
von X und Fix). Differenziale sind also Differenzen, aufweichen die 
Bedingung haftet, sie successiv bis zur Gränze Null abnehmen zu lassen. 
Vergleichen wir jetzt die beiden verschiedenen Formen, welche 
wir für fix) gefunden haben , so ist 

^ = F'ix). 

Differentialquotient und derivirte Funktion bilden demnach zwei 
verschiedene Ansichten für eine und die nämliche Sache ; den Diffe- 
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renzialquotienten ^bilt. maD dadurch ^ dass man den Gränzwerth des 

Differenzenquotienten — ?!^ im Einzelnen andeutet^ die derivirte 

Funktion dagegen, wenn man den fraglichen Gränzwerth im Ganzen 
wirklich bestimmt. Die obige Gleichung enthält also auf der linken 
Seite die Aufforderung zur Austührung einer Operation (der unbegränz- 
ten Abnahme von dv\x) und dar)* zugleich aber auf der rechten Seite 
das Resultat, welches nach Vollendung jener Operation zum Vorschein 
kommt. Der einfache Sinn einer Gleichung wie 



dx ISTa^'x 

ist hiernach: das Verhältniss zwischen den Aenderungen des x und 
den durch sie hervorgerufenen Aenderungen von V^a + j? nähert sich, 
wenn die Aenderungen selbst beständig vermindert werden, der Gränze 

— ■ und zwar bis zu jedem beliebigen Grade der Genauigkeit. 

2Va+a: 

Statt einer solchen Werthangabe des Dtfferenzialquofieiiten mit 
Hülfe der derivirten Funktion , schreibt man auch öfter eine sogenannt^ 
D i f f e r en z i al g 1 e i ch u n g. Denkt man sich nämlich in der identischen 
Gleichung 

das ^x im Nenner nicht gegen den Faktor Axy sondern gegen ein in 
AF[ß) vorkommendes Ag gehoben und geht man jetzt zur Gränze für 
unbegränzt abnehmende Ax über, so ergieht sich 
Lim Af{x) = F' (x) Lim Ax- 
Hier würde man , weil Lim z/x = und ebenso Lim Af{jx) = ist, auf 
das Resultat 0=F(.r).0 kommen, womit weiter Nichts anzufangen 
wäre, weil man mit Nullen schlechtbin nicht weiter rechnen kann. Um 
aber wieder die Entstehungs weise dieser Nullen im Auge behatten zu 
können, führt man die Operation des Gränzen Überganges gar nicht aus, 
sondern lässt es bei einer blosen Andeutung derselben bewenden, indem 
man dF{x) und dx für Lim Af{x) und Lim Ax schreibt. Demnach ist 
der Sinn der Gleichung 

rfF(»)= F'(x)dx, 
je kleiner ein paar spezielle Werthe der im Zustande beständiger Ab- 
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nähme b<^griffenen GrCssen df\x) und dx sind^ desto' genauer gilt die 
obige RelfttioD. Zugleich spricht sich hierin eine der wichtigsten Eigen- 
schaften der sich stetig ändernden Grossen aus^ nämlich die« dass man 
för ein sehr kleines Intervall die Aenderung der abhängigen Veränder- 
lichen der Aenderung der unabhängigen Variablen beinahe proportional 
setzen kann und zwar um so genauer « je kleiner das Intervall selbst 
ist, wie wir selion in der Einleitui^ für den Fall erkannt haben » dass 
Fix) die Fläche einer Curve und f{x) = P(ar) die begränzende Ordi- 
nate derselben bezeichnet. 

Zti bemerken ist endlich noch , dass man die Bezeichnung zum 
praktischen Gebrauche bequemer macht , wenn man die Indices j:, (Fx) 
den Bi^ch^taben zf und d nicht anhängt, sondern sie ihnen in gleicher 
Linie nebenordnet, also Jx^ dx, jdF(x) und dF(x) für Jxf dx ^F\x) 
und dF\^x) schreibt, wobei man sich nur hüten muss, J und d mit Fak- 
toren zu verwechseln. Die Fundamentalformeln der Differenzialrech- 
nung nehmen dann die folgende Gestalt an 

dx Jx ^ 

dF(x) = F'(x)dx, 
in welcher wir sie künftig immer brauchen werden. 

§2. 

allgemeine Regeln zur Differenziation der Summen ^ Differenzen^ 

Produkte und Quotienten. 

Das Nächste <, was uns jetzt obliegt, ist die Aufsuchung allge- 
meiner Regeln , nach welchen man die Differenziation der aus einfachen 
Funktionen zusammengesetzten Funktionen auf die Differenziation ihrer 
Bestandtheile reduziren könnte. So entstehen die Aufgaben: den Dif- 
ferenzialquotienten einer Summe, Differenz, eines Produktes und eines 
Quotienten zweier oder mehrerer Funktionen durch die Differenzialquo- 
tienten der einzelnen Funktionen auszudrücken , deren Losung durch 
die nachherigen Betrachtungen erlangt wird. — Zuvor indess noch 
eine Bemerkung. Differenziation ist nur möglich, wenn man eine/ver- 
änderliche Grösse dazu voraussetzt ; wäre dagegen F(x) einer Constan- 
ten A gleich, so hätte man auch Fix-t- Jx) = A, mithin F(x+ Jx) 
— F(a?)£= JF{x)=0 gleichviel, wie gross oder klein dx nein tü^^. 
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Es findet daher auch keine Annäherang an eine Gr&nze Statt, wenn 

man in den Quotienten — ^^ das Inkrement äx Ins Unendliche abneh- 

nx 

men lässt und diess durch dx andeutet^ sondern es ist schlechtweg 

^ = 0, rfJ=OÄr=0, 
wovon wir in dem Folgenden mehrmals Gebrauch machen werden. 



I. Differenziation der Summen und Differenzen zweier 
oder mehrerer Funktionen. 

Sei F(a")=: 9(ar)+^(ar), wo ^(x) und ^{x) beliehig gegeben 
sind, so ist: 

F{X'{'Jx)—F{x) 
Ax 

4x 

wofür man auch schreiben kann 

F(x\Ax)-^ Fj x) 
Ax 
^^ (p{x-{-Jx) — q>{x) , t/;(.r + jdx)'-"il;( x) 
Jx Jx ' 

Geht man zur Gränze für unendlich abnehmende Jx über, so entsteht 
folgende Gleichung zwischen den derivirten Funktionen 

F'(x) = q>'(x) + ^'(x) 

oder auch^ wenn man statt der derivirten Funktionen die gleidfigelten- 
den Differenzialquotienten setzt, 

dF(x) _ d(p(x) . d'tlf(x)^ 
dx dx dx 

d* i. Termdge des Werthes von F(x), 

d [y (x) + Tf) (x)] _ dqfjx) ^ d^x)^ ^jj 

dx dx dx 

wofür man auch die DIfferenzialgleichnng 

d[q> (x) +^(x)] = dq>(x) + df(x) (2) 

aufstellen kann. 
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Darch eioeo Tollig aoatogeo Calcüi wird wum siefc kid i t tmi der 
Richtigkeit der folgeodeo RelatioDeo fiberzeageo: für F{jt)=:tp(x) — 

cLt dx dx 

oder 

Au» diesen ffir die Addition und Subtraktion zweier Fonktioneo 
geltenden Regeln kann man sogleich die allgemeinere hilden: wenn 
q>{x), fp(x), %{x), o>(x) etc. yerschiedene Funktionen Ton x sind und 
zagleicb 

F(x) = ^(x)±fl,(x)±x(x)±m(x)±... (3) 

ist^ »o hat man 

F(x)=,fp'(x)±fl/(x)±x'(x)±a,'(x)±... (4) 

oder 

nnd auch 

dF{x) = dip{x)±d^{x)±di{x)±dui{x)±.., (6) 



II. Differenziation von Produkten. 
Für F{x)=^ip{x)'^{x) hat man 

F(x+Jx)^F(x) _ q>ix+Jx) ^(x + /1x)^(p(x)^( x) 
Jx Ax 

wofQr man auch schreiben kann 

F(x+Jx)-^F(x) 
Jx 

^X ^X 

Lassen wir nun Ax ins Unbegränzte abnehmen, so nähern sich die 

Ausdrücke 

^ (x\Ax)^<p{x) ^/^^^^)^ ^(^+^^)— ^(^) 
Ax Ax 

den Grftnzen 

(p'(pc), 9(ar), t/;'(jr) 



Digitized by VjOOQIC 



22 

und wir erhalten folgHch 

r(x) = il,(x)q,'{a;) + ip(x) ^'(x) (7) 



oder 



dlvi^J^ M = ^(^) ds(x) ^ *Kx) ^ ^gj 

CUT dx dx 



woraus die Differenzialgleichung eDtspriDgt 

d [q> {x) H> (jr)] = H>{x) dtp (x) + q> (x) d^ (x). (9) 

Als spezieller Fall ist hier die ADnahme« einer der Faktoren^ etwa 

'^/(jr) sei coDstant =a bemerkenswerth. Mao hat daoD wegen —-=0, 

dx 

d[a(p(:vy] __^ d<p(x) 

dx dx 

und 

d,[a,(p(x)] = adg>(a:). 

Die Gleichung (7) iSsst sich noch in eine sehr elegante Form bringen^ 
wenn man beiderseits mit F (x) = q) (x) tp (x) dividirt. Man findet dann 

r(x)^<p'(x) fi,'(x) 

F(x) (p(x) i/;(^)' 
Hieraus erhält man leicht, indem man 'tjjix) %(x) für if;(a?), also 

Üfl(£) +m für ULM aetet, 
i>(x)^X(x) ^(x) 

F(x) — <p(x)'^(a;)x(x) 
F(x)_^'(s) V(x) x'(x) 
F(x)- g>(x)^ ^(x)^ %(x) 

und ebenso leicht allgemeiner: 

F(x) = (p(a')^(x)x(x)aix).... J 

^(^)-y'(x) , ^'(x) x(x) <o'(x) [ (9) 

F(x)- v(x) + ^(x) + x(^) » (^) j 

wofür man auch schreiben kann: 

d[(p(x)^(x)x(x)&(x)... 



(p(:x:)^(x)x(x)€9(x)... dx 

1 dip(x) 1 d'^jx) 1 d%(x) 1 dm(x) l 10) 

9(^) dx '^{x) dx %(x) dx a(x) dx ' 
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III. Differenziatioo der Quotieoten. 

Für F(:r)=2M wird 

(p(a: + Jx) _ fp(x) y(a?+^a?)»(jr)— ^(jr-|-^jr)y(ar) 
F(x+^x)'-F(x ) ^ '^{x + Jai) »(a?) _ if(x+Jx)'^(x) 

Jx Jx Jx ' 

woraus maD leicht findet 

F(x+Jx)-'F(x) ^ ^'''^^ Jx " ^^^^ Jx 

Jx ^ (^ + -<^JP) 1^ (x) 

Durch UebergaDg zur GrSuze ffir unendlich abnehmende Jx ergiebt 
sich hieraus 

wofür man auch schreiben kann 
und die Differenzialgleichung 

'^v^ wm ' ^ ' 

Man wird hier eine gewisse Analogie der Formeln (11) > (12) und 
(13) mit denen unter (7)^ (8) und (9) bemerken und in der That kann 
man auch die einen aus den anderen ableiten. Um z. B. die Formel 
(11) mit Hülfe der in (7) gefundenen zu entwickeln « beachte man , dass 

aus der Gleichung F{x) =:2lS folgt fp{x) = F{x) ^(ar). Nach der 

Regel für die Differenziation der Produkte ist dann 
qHx) = i\>{x)P{x) + F{x)^'{x), 
woraus folgt 

und vermöge des Werthes von F{pc) 
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^^''^- [*WP 



ubereiDstimmend mit dem Vorigen. 

Als specieller Fall ist die Annahme ^(jr)=ra ron Interesse. Man 
hat dann 

und 

j a dp(x) 



Cap. n. Differenzialformeln für die einfachen Funktionen. 

$ 3. 
F'orbemerkungen. 

Die einfachen Funktionen ^ mit deren Differenzialen wir uns jetzt 
beschäftigen wollen» sind dieselben » welche in der algebraischen Ana- 
lysis unter anderen Gesichtspunkten betrachtet werden. Die Resultate, 
welche man dort erhalten hat, werden uns hier die wichtigsten Dienste 
leisten und namentlich sind es die verschiedenen Sätze über die Gränz- 
werthe mancher Funktionen, welche wir für unsere weitere Betrach- 
tungen ganz besonders in Anspruch nehmen müssen , weil jeder Ueber- 
gang von einer Funktion zu ihrer Derivirten eine Gränzenbetrachtung 
erfordert. So werden die aus der Einleitung bekannten Gleichungen 

a—1 
Lim^L- — =: la, (1) 

i 
Lim(l + d)^ = c (2) 

Lim?i^=l (3) 



Lim^^!:^=I (4) 

o 

Lim ^I^ = i (6) 
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fiir uns die FundamentalfonnelD des ganzen Capitels. Zu bemerken 
ist noch^ dass sich aus ihnen einige anderweite Theoreme ähnlicher 
Art ableiten lassen , von denen wir ebenfalls Gebrauch machen werden. 
Setzt man nämlich in no. (1) a= ef*, so wird 

e^— 1 
Lim — -jr — =: (i. 

Dabei steht es noch frei, nach welchem Verhältnisse man 8 will ab- 
nehmenlassen, vorausgesetzt, dass man es jedenfalls der Null so nahe 
bringen kann, als es nur verlangt wird. Ist nun d' eine ebenfalls bis 
zur Gränze Null abnehmende Grosse, so hindert nichts, öz=zl(l+d') 
zu nehmen, wodurch die einzige dem d auferlegte Bedingung erfüllt 
ist. Es wird dana 

folglich 

Hieraus folgt z. B., wenn man das ganz beliebige (i=l nimmt. 



Lim iä+ü = 1. (8) 



und auch 

Mit Hülfe der Formel (7) kann man aus no. (6) wieder ein neues 
Theorem ableiten, Indem man die Grösse /(1-f d^ aus beiden Gleichungen 
eliminirt. 

Da nämlich 

ist, so hat man nach (6) 

1(1 + i') 

und da man nach (6) den Werth der linken Seite schon weiss 



Lim(i±^r=i = ^ (9) 



gültig für jedes beliebige fi. 
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§4- 

Difflsrenzialformeln für die Potenz ^ die Exponenzialgrösse und 

den Logarithmus. 

L Sei zuvorderst F(a*)=a:^, wobei ^ eine beliebige reelle 
Grösse bedeutet; mau hat dann 

Fx (-{^Jx)-- F{x) _ (ar + ^xt-^oif^ 
Ax Ax 

Ax 
oder weuD zur Abkürzung — = h' gesetzt wird , woraus Ax = a:Ä' 

X 

folgt 

^F 5^ "^ • 

Lassen wir nun Ax der Gränze Null zueilen, so nimmt auch — zzrd'ins 

X 

Unendliche ab und es ergiebt sich unter Anwendung des Satzes (9) im 
vorigen Paragraphen, 

oder 



d(x^ 



^ =^*a/*"Sd(a/*) = f*^r^' da:. (1)*) 



*) Man könnte auch auf ganz anderem Wege ohne Kenntnisa des Theo- 
remes (9) zu dem nämlichen Resaltate gelangen. 

£s sei nämlich in dem allgemeinen Satze (10) in § 2, 

tpije) = ar«, y,(x) —X?^ % (x)=xy, etc. , 
80 ist 

1 d[x^.aP.xy.,,] 

x'^.x^.xy../ ^ 

__ 1 flf(ar«) , 1 (Ha?) , 1 dixT) , 
— - • r—fi • V— 1- ••• 

x^ dx xP dx xf dx 

Wird nun überhaupt die Funktion 
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IL Für die DiffereDziation der Exponenzialgrösse sei F(a:) := a'. 
Es folgt daraus 

Ax Ax ^x 

Lassen wir /Six ins Unendliche abnehmen und wenden das Theorem (1) 
in § 3 für Ö:=iJx d.n, so erhalten wir 

P(x)= a'la 



oder 



^^=a'la, d(a^) = a'ladx. (2) 

ax 



IIL Sei F(j?) = loga;, wobei die Basis des logarithmischen Sy- 
stems eine beliebige ist. Man hat dann : 

F(x+Jx) — F(x) \o^(x+Jx) — logj: 

Jx Jx 

log(l + $) 

X 



xf* dx 
mit f(ji) bezeichnet, so geht die rechte Seite der vorigen Gleichang in /(<*) 
+/'(i^)'f/'(7) + *** über. Aber auch die Unke Seite deraelben ist durch die 
Funktion / ausdrnckbar ; sie ist nämlich 

und dnrch Vergleichung mit dem Vorigen ergiebt sich nun folgende Eigen- 
schaft der Funktion f, 

/"(«.+/»+/+...) ==/(«) + /(/») +/(y) + ... 
Hieraus lässt sich die Natur derselben bestimmen; et ist nämlich nach einem 
bekannten Theoreme: 

folglich hier vermöge der Bedeutung tou /(^) 



oder 



wie vorher. 



l d{xf*)_ l d(af) __ l 
xf* dx ^^ dx '"^x 



dx 
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Für — = d , also Jx = xd ergiebt sich hieraiiS 

X 



F(x+dx) -F(x) 
Ax 

=l2£Ü+l)=Llog[(H-d)^. 



Lassen wir nun Ax nobegränzt abnehmen« so vermindert sich auch 

Ax 

— = d ebenso nnbegränzt 

des Theoremes (2) in § 3 
oder 



^= d ebenso nnbegränzt und wir erhalten demnach unter Anwendung 
I Theoremes (2) io § 3 

F'(a:) = iloge 



£l£S£=!2Kf,rfl„ga:=!2SfAr. (3) 

UX X X 

Statt des künstlichen Logarithmus der Basis des natürlichen Systemes 
kann man auch leicht den natürlichen Logarithmus der Basis des hier 
vorkommenden künstlichen Systemes einführen, wenn man bemerkt, 
dass für 6 als Basis der mit log bezeichneten künstlichen Logarithmen 

ist, woraus dadurch, dass man b^derseits die natürlichen Logarithmen 

nimmt, folgt 

logefö =:: fe= 1 , 
mithin 

wobei man -j^ bekanntlich den Modulns des künstlichen Systemes ge- 
nannt hat. Für 



ist dann nach (3) 



i=üf (4) 



i^^^dU^x=^dx (basA), (5). 

Sind die Logarithmen natürliche, so hat man 6c=ß, M^^j- =: 1 und 
folglich die Gleichungen 

dlx 1 ^. _ 1 ^^ 

ax X X 

welche vielfach gebraucht werden. 
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§5. 

Differenzialformeln für die goniometrischen Funktionen, 

I. Setzen wir F{x) == sin x, so wird 

Fjüc+^a:!) — F(3r) _^ sin (a -f Jx) -^ sin x 
Ja: Jx 

und durch Anwendung der bekannten goniometrischen Relation 

sina— sin6 = 2sin4(a — ö)coB^(u+b) 

für a = x+Jxy b = X, 

F(x+Ja:)'-F(x) _ 2siniJxcos(x + iJx) 
Jx Jx 



= — T-~ — cos(a:-|-izfar) 
^Jx 

und wenn wir ^Jx = 6 setzen 

F{x±Jg-F(xl^^ co8(:r + d). 

Gehen wir zur Gränze für unendlich abnehmende Jx über und bemer- 
ken » dass d mit Jx gleichzeitig bis zur Gränze Null abnimmt, so be- 
kommen wir unter Anwendung des Theoremes (3) in § 3, 

P (x) = coso:, 
mithin' 

— ^ = cosa;, d8mx:=zcoaxdx (1) 

IL Ist ferner F(x) = cos x , so wird 

F(x -f Jx) — F(x) cos (x -f Jx ) — cos x 

Jx Jx 

und unter Anwendung der Formel 

cosa — cos6 = — 2sin4(o— *6)8in4(a+5) 

für o = ar + Jxy bz=:x, 

F{x+ Jx) F— ix) __ 2 sin j /Jarsin (x + \Jx) 
Ax "~ Jx 

sin \ Ax 



\Ax 



s\vl(x-\-\Jx) 



sin^ • / ■ js\ 
= j- sin(a:+ö) 
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weDD wir wieder \jdx = £ setzeo. Hieraus folgt durch U^bergang zur 
Gr^inze für uoeodlich abnehmende Jx und d« 

F' (x) = — smx 

oder 

c£cosa? • j ^ • j iLw 

— = = — sin Xi d cos a: = — sin x dx, (2) 

dx , 

III. Es hat nun auch keine Seh wierigkeit^ die Differenzlalformeln 
fiir die Tangente und Cotangente zu entwickeln. Denn für F(A*) = tan:r 

läsfft sich die allgemeine Regel 



cosx 



ist 

tv/_v_ •» (x) <p' (x) — y (s) ^' (x) 

in Anwendung bringen» sobald man q>{x)=zsmx, i^(a?) = co8:r setzt, 
woraus nach I und II (p{x) = cosx, V(^) = — sina- folgt. Man hat 
also 

ET/ / V coso-cosj'-f sinor sino; >1 

jr ix) = — — HB = — 2i — 

(coso:)* cos^jr 

oder 

di&nx 1 JA 1 j j^ 

— j — = — a— , <ttanar = — s— rix. (ß) 

dx cosrx cos^o: "^ 

Ebenso leicht erhält man für F(x)=:zcotx, (p(x) =: cosx» i>(x) 
= sino*» also tp (x) = — cosx» t/;' (x) = sin x, 

!♦/ V — sinxsinx — cosx cosx 1 

jt (x) = --. -s = r-«—", 

(smx)» sin^x' 

oder 

rfcotX 1 j A 1 j /4x 

— T = ;--5— , ricotx= — ;-—— rfx (4) 

dx sin*x sin*x ' 

IV. Auch die Differenzialquotienten von secx und cosecx lassen 
sich auf ähnliche Weise entwickeln » wenn man die allgemeine Regel 

für F(x)=zJ— 
if;(x) 

in Anwendung bringt. 

Für t(;(x) = cosx, also ^'(x) = — sinx und F(x) = secx er- 
giebt sich aus derselben 

4 
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rix) = iüL?- 

oder 

Ebenso erhält man für '^/(a:) == sinor also t/^'(.r) = coso; und F(jr) 
= cosecar. 



oder 



c/cosecj: eosar , cosj? , ,^v 

= = r-ö— > «co8ec.r= r-3 — «ar. (o) 

tue sin*.r sin^cT 



§6. 
Differenzialformelu für die cyklometrischen Funktionen. 

I. Soll die Funktion F(jr) = Aresin o: differenzirt werden, so 
hat man 

F (x+ Jx) — F(a) _ Aresin {x-{- Jx) — Aresi n x 
Ax ~" Ax 

und mit Hülfe der Formel*) 

Aresin er — x\rcsin6 = Aresin (aSTX — />* — ftVl — a*) 

für a — x+Jx, b = X, 

F(x +Ax)— F(x) _ Arcftin [(JT + Jx) V l-^x^-^x Vl^(r + JxW] 
Ax Ax 



*) Ihre Ableitung ist kurz folgende. Sind U und V zwei spitze Bögen und 
8in« = a, sinP = Ä, so folgt cestt = V 1— «*, co«r= ^l — ö* und hier- 
durch geht die bekannte goniometrische Formel 

sin(?/ — r) = «inMco8r — ulnVcosu 
über in ^_«_ 

8in(tt-.r) = «tl— iJ* — ^tl-«'* 

oder weil H--P ein spitzer Bogen ist, 

M -. r = Aresin (« i^i— ^^ — d Vi — ö^- 
Aus sin t^ = a , sin r = ^ folgt aber , da U und v als Bögen des ersten Qua- 
dranten Yorausgesetzt wurden, ?/ = Aresin a, 9= Aresin ^ und durch Substitution 
dieser Werthe erhält man jetzt unmittelbar die citirte Formel. 
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Setzen wir zur Abkürzung 

80 haben wir auch 

F(x-\- Jx) — Fj x) _ Aresin ö (x + Jx) VI --x^ — x Vl-^jx+J :^^ 
Jx d ' Jx 

was sieh durch Multiplikation des Zählers und Nenners rechts mit 

(x+Jx) Vi— .r« + xVl — ix+Jxf 
folgendermassen gestaltet: 

F(x + Jx)--F (x) = Arcsin 8 (x+Jx)^(l'-x^)-^x^[l—(x + Jx) ^] 
^^ * ' Jx[(x+Jx) Vh^^^+x \ri^(x+J^ 

oder endlich, weil der Zähler gleich 

(x + 2far)«— a:« = 2xJx + (Jx)^ 
ist, auch 

F(a:+^. r) ^F(a:) _ Arcfiin ö 2x + Jx ^ 

^^ ^ ' (x + Jx) Vi— a:2+ X Vl — (x + Jx)^' 

Lassen wir jetzt Jx unbegränzt abnehmen, so vermindert sich auch ö 
ins Unendliche hinab, wie man ans der Bedeutung von 8 augenblicklich 
erkennen wird. Unter Anwendung des Theoremes (4) in § 3 und unter 
der Bemerkung, dass 

Um(2x+Jx) = 2x 
Lim [ (X + Jx) Vr^^^+ sc V\ — {x\ Jx)^] = 2xVÜ^^ 
ist, folgt jetzt 

''<-' = 7r=^- 

mithin 

c^Arcsin^r 1 ja . 1 , .,. 

j =77====, rfArcsinj?= dx. (1) 

Man könnte ein ähnliches Verfahren für die Differenziation von 
Arccos anwenden, gelangt aber kürzer zum Ziele,, wenn man die aus 
der geometrischen Bedeutung von Arcsin x und Arccos x sich unmit- 
telbar ergebende Gleichung 

Arccos ^ = ö — Arcsin x 

differenziirt. Man erhält nämlich 

4* 
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dx da: 

oder 

rfArcco8.T^^ 1^ if Arccos;r= rJ=d:^. (2) 

II. Sei ferner F(4r) = Arctan^r; mao bat dann mit Benutzung 
der Relation^) 

Arctan a — Arctan b = Arctan .- . 
die folgenden Gleichungen 

F(j?+^a:) — F(ar) _ Arctan (x+Jx) — Arctan jr 
J.v Jx 

Jx 



Arctan 



l^x{x^^x) 



/Ix 
und H'ean man zur Abkürzung 

^^ =5 

l-{'X{x-{-^x) 
setzt, auch 

Jx 



F( x + Jx) —F(x) _ Arctan ^ l+x(x+J x) 
Jx d ' Jx 
Arctan S 1 

*** Ö ' 1 -{- X (x -{- Jx)' 

Nimmt nun Jx ins Unendliche ab, so Termindert sich auch dins Uir- 
endiiche und es ergiebt sich unter Anwendung des Theorems (5) in § 3, 



*) Wenn nämlich U und P ein paar Bogen des ersten Quadranten bedeuten 
und tan 1/ = tf , tan r = ^ gesetzt wird , so Terwandelt sich die goniometrische 
Formel 

ä. /-. ^^ tan w— »tan r 
^ 1 -f tan «f tan r 
in 

oder weil U — V ebenfalls im ersten Quadranten liegt, 

a — b 
U — » = Arctan — i — r-* 
l-\-ab 

Aus tantf=/7, tan r = ^ folgt aber nach den gemachten Voraussetzungen 
tt = Arctan /7, r= Arctan^ und hierdurch geht die vorige Formel in die oben 
angegebene aber. 
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oder 

Die DiffereozialformelD für Arccoto? erhält man hieraus durch Differen- 
aiatioD der leicht zu eotwIckelodeD Gleichung 

Arccoto; = ^ — Arctan^r. 

Man findet nämlich 

dArcota: r/Arctanor , * . j a i. 

—: = j , a Arccotar = — aArctan.tr 

oder 

dfArccotr 1 j a * l j /a\ 

_3__ = -^f^p^.rfArccot^=-^^_5.dx. (4) 

Durch die in den Paragraphen (4), (5) und (6) entvrickelten Formeln 
ist jetzt die Aufgabe, alle aus der algebraischen Analysis bekannten 
einfachen Funktionen der Operation des Differenzirens zu unterwerfen» 
vollständig gelost. 



C a p. IIL Differenziation zusammengesetzter Ausdrucke und 
der Funktionen mehrerer Yariabelen. 

DifferenziaUan uisummemgeseizier Funktionen. 

Nimmt man mit einer unabhängigen yeränderlichen Grosse irgend 
eine Rechnungsoperation vor und dann mit dem, was auf diese Weise 
herauskommt (der abhängigen Yariabelen) wieder eine neue Rech- 
nungsoperation, so erhält man die Funktion einer Funktion und man 
kann diess auf folgende Weise bezeichnen: 

F(s)==a<p(^)h (1) 

wobei g> und ^ die nach einander vorzunehmenden Operationen, F(x) 
das Gesammtresultat andeutet. Au( diese Weise zusammengesetzte 
Funktionen sind z. B. 
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e"" ' , log sin x , Arctan (j/*) etc. 
und mit ihrer Differenziation hätten wir uns jetzt zu beschäftigen. 
Setzen wir in (1) zur Abkürzung 

.V = 9>W» (2) 

so wird 

F(x) = f(y). (3) 

Wenn nun x den Zuwachs Jx erhält, so nimmt ip(x) um J(p(x) d. h. 
y um Jy zu und wir haben aus (3) 

F(x + Jx)--F(x) _f(2f+Jy)'--f(if) 
Jx Jx 

Erinnern wir uns aber, dass ^y = Jg>(x) — (p(x + Jx) — (p(x) ist, so 
können wir die vorstehende Gleichung durch Zusetzung des Faktors 

auch in folgender Form darstellen : 

F(x+J x) ^F(x) _ f(y + Jy)--f(y) q> (x + Jx) •- g> (x) ^ 
Jx Ay ' Ax 

Lassen wir nun Ax bis zur GränzeNull abnehmen, so vermindert sich 
auch Ay ins Unendliche hinab ; dabei nähert sich offenbar der Quotient 

Ay 

der Gränze f (y) gerade so, als wäre Ay eine von x unabhängige ab- 
nehmende Grösse. Denn um von einer Funktion auf ihre Derivirte zu 
kommen , ist es nach der Definition der letzteren blos nuthig, dass man 
in dem Aeuderungenquotienten die Aenderung der Veränderlichen der 
Funktion bis zur Gränze Null abnehmen lä&st, gleichviel wie d. h. 
nach welchem Gesetze diese Abnahme geschieht ; es kommt daher auch 
nichts darauf an , ob dieses Gesetz selbst ^ureh andere Umstände (eben 
durch x) bestimmt ist, oder nicht. Nach dieser Bemerkung folgt jetzt 
aus no. (4) durch Uebergang zur Gränze für unendlich abnehmende Ax 
(und Ay) 

F(x)=f'iy)q>'{x) (5) 

oder was das Nämliche ist, 

dF(x) _ dfiy) dy .g. 

dx dy ' dx 
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und ebenso die DifferensuAlgleichung 

dF(x) = f(jß)ip'{x)da: (7) 

oder 

wobei man noch für y seinen Wertfa zu setzen hat. Man kann hieraus 
die folgende praktische Regel bilden. >>Uni einen Ausdruck wie 

zu differenziren^ setze man erst (p(x):=y und differenzire jetzt nach y, 
als wäre diese Grösse die unabhängige Veränderliche. Nach gesche- 
hener Differenziation sabstituire man für y seinen ursprünglichen Werth 

und für -^ oder dy das» was man durch Differenziation der Gleichung 
dx 

y = g}(x) nach x bekommt. " 

Wie leicht die Anwendung dieser Regel ist» werden die folgenden 

Beispiele zeigen. 

I. Wenn F{x) = log sin x ist, setze man y = <p (x) = sin x, 
f(y) = \ogy, man bat dann nach (5) 

folglich 

P(x) = --cosa: = -; cos.r = j/lf cotj: 

y sina: 

oder 

^^2&^=,Mcotx 
dx 

und folglich 

dlogsinx = Mcotx dx. 

Praktisch kürzer, ohne Benutzung der Zeichen F, f, <p kann man so 
verfahren. Es sei s}nx = y; man hat dann 

d log sin X = ^iog^ = ^ 

und weil aus y = sin.T folgt, dy= cos:i: dx 

illogsinx = M^ — - dx = Mcoixdx, (9) 

II. Um log cos X zu differenziren , sei cosar = y ; man findet dann 

_ Mily 



c/logcoso: = c^log^ 
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und weil aii8 y = coßx folgt, dg =s — sinxdx, 

dlogcoso; = dx = — Mtanxdx. (10) 

Man hat auch oft Gelegenheit, diese Regel mit den in § 2 entwickel- 
ten Gesetzen zugleich anzuwenden. Z. B. 

IIL Soll man (a + bx^)'^ differenziren , so setze man 

y = a + ba^ 
se ist 

d[(a4rba^r] = dlyf'] = ^yl^idj, 

Aus der vorhergehenden Gleichung folgt aber 

dy == cZa + rf(6a:«) 

= 0+Ärf(ar») 

== bTut"^^dx 
folglich ist jetzt 

rf[(o+*.z»>'*] = iinbyf^^x^^dx, 

oder vermöge des Werthes von y, 

d [{a + ba^) f*] = iinb (a + öu^) A*-i a:»-i dx. ^U) 

Als specieller Fall ist von Interesse n = 2, /» = J, mithin 

rfVM^'-^^T^^«*-. (12) 

IV. Um den Ausdruck l(^^bx + y/ a+bx^, in welchem a und 
6 als positiv vorausgesetzt werden , zu diiFerenziren sei 

y = VJx + Va+Ä*a (13) 

Man hat dann 

Andererseits ist 
oder nach (12) 



dl(\^bx + V*a + ba^ = dly = ^. (U) 



rfy = rfVTa: + d Va + bx^ 



dy = Vftrfar + ■ ^^ cLr 

=.(l+_^_)V6r,Li: 



\rä+bx 

und durch Reduktion auf gleichen Nenner 



Digitized by VjOOQIC 



38 



Substituiren wir nun die vorstehende Gleichung und die unter no. (13) 
in no. (14), so ergiebt sich 

di{yfbai-{- Vo+Ao;«) = , ^ dx (15) 

V a + ba:^ 

ein durch die Einfachheit der derivirten Funktion ausgezeichnetes Re« 
sultat. 

V. Für die Differenziation des Ausdrucks l f ^^^^ \ sei wieder 



(Sc)"" 



Es ist dann 



a4-bx /ißv 



*(I±k) =■*=?• <"> 



Aus no. (16) findet sich nun unter Anwendung des Theorems (13) in 

§2 

, _(a — bx)d(a+bx) — (a + b x) dja—bx) 
"^y (a-M«"- 

_^ (g — bx) b dx-{ip, -f fyx) b dx 
- (a— Aar)« 

_ ^abdx 
"~(a— 6a:)«' 

Hiernach und vermöge der Bedeutung von y erhält man aus (17) 



,./ajfÄ£\___ ^b dx ^ a + bx 

\ a— bxj ~~ (tt'^ bx)^ ' a — bx 



a — bx 
oder 



2abdx / . M \ 
(a + bx) 



Schreibt man Va und V^ für a und b, so ist auch 

VI. Bemerkenswerth sind noch die Formeln, welche man durch 
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Differenziation von Aresin —x und Arctan - erhält. Nimmt man in je- 

a a 

dem Falle —x z=^ y^BO wird 

€? Aresin -a: = rf Aresin v = —r-^- — 

rf Arctan — ar = dfAretanf/=:i-7-^. 

Substituirt man Iflr v seinen Werth und bemerkt, dass ily = — ctoist, 
•^ a 

so ereiebt sieb 

«Ärcsm— a:= dx 

a "" 



«V i-s«- 



ri^Aretan — j: = 




oder 

/?Arr«in-.r= dx (20) 

«i Aretan - or = ^ ,"^, ^ cir. (21) 

Setzt man noeh V^a, V^6 für a und 6, so ist aueh 

df Aresin V --^ = — - dx (22) 

' « yTö^hx'^ 

rf Arctan l/^^^a? = ^f^ dx, (23) 

wo nun a und 6 nothwendig positiv sein müssen, weil sie die Stell- 
vertreter der früheren a^ und 6^ sind, welche niemals negativ sein können. 

Die Gleichungen (15) und (22), (19) und (23) stehen in einer be- 
sonderen ßeziehnng zu einander, welche wir bald näher kennen ler- 
nen werden. 

$8. 
Differfinziaiion der Futikiionen mehrerer abb'dt^ycn Variahelen. 

In ähnlicher Weise, wie wir vorhin die Frage nach der Diffe- 
renzialförmel für /*(^), wo y wieder eine Funktion von x ist, beant- 
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wortet haben, köDoen wir auch die Frage erledigeo, naeb welchem 
Gesetze sich die Differenzialformeln für eine FuDktion zweier Veräo» 
derlichen /'(^y 2) bilden , vorausgesetzt, dass diese beiden VerHoderli« 
eben von einer dritten unabhängigen Variabelen x abhängen, dass also 
etvi'a y =: q){x)y 2 = if; (a:) ist. Sei «un 

f(y.^) = n<pi^)> t(^)] = r{x). (i) 

Aendert sich nun x um das Increment Jxy so ändern sich q>{x) und 
ifi(j?) um Jcp(x) und J'^(x) d. h. ^ und 1 und Jy und Jz; man findet 
hiernach leicht 

F(x + Jx)^F(x) ___ f(y+Jy, z + Jz)-f(y, 2) 
^^x Jx ' 

wofür man durch Zusatz des Ausdrucks 

f(y + ^yyz) — f(y+Jy,z) 

im Zähler auch schreiben kann 

F( x+Jx)—F (x) 
Jx 
^ f(y+Jy,2)-^f(y,z) f(y + Jy, z + Jz) - f(y +Jy, 2) 
Jx Jx 

Setzt man noch in den einzelnen Gliedern die Faktoren 

(p(x-j^Jx) — q)(x) __ j ilß(x-\-Jx) — ^(^) __ I 
Jy ' Az 

zu, so nimmt die vorige Gleichung folgende Form an: 

F(x\/ix)--F{x) 



Ax 

Ay ' Jx 

fiy +^y> 3; + Jz)—f(y + Jy,z) 'ijjjx+Jx) — ifj (a?) 
Jz ' dx 



(2) 



Lassen wir nun J:c unbegränzt abnehmen, vermindern also auch dy 
und dz ins Unendliche hinab, so nähert sich der Quotient 

/'(y+^y>3:)—/'(y,2) 
Jy 

derjenigen derivirten Funktion, welche man erhält, wenn man y als 
einzige unabhängige Variabele, 2 aber in Bezug auf die Aenderungen 
des y als constant ansieht. Wir wollen diese derivirte Funktion mit 
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f (jl) bezeich oeo und dabei durch dieWeglassuog des z andeuten» dass 
mau bei dem Uebergange von fiy^ ^) zu f{y) keine Rücksicht auf die 
Anwesenheit des z nimmt. 

Was ferner den Quotienten 

anbetmigty so kann man, weil Jy und Jz sich der gemeinschaftlichen 
GrSnze Null nähern, von ihm behaupten, dass er sich der nämlichen 
Gränze nähere, wie der folgende 

Jz 

indem der Zuwachs des y am Ende wieder verschwindet. Der vorlie- 
gende Quotient nähert sich aber der Gränze /*'(i), wenn man analog 
dem Vorigen unter f (2) diejenige derivirte Funktion von /*(?/, 2) ver- 
steht, bei deren Ableitung y als constant und z als einzige unabhän- 
gige Yariabele angesehen wird. Nach diesen beiden Bemerkungen er- 
giebt sich jetzt aus no. (2) der Uebergang zur Gränze für gleichzeitig 
abnehmende Jx, Ay und ^2, 

P(x) =1 f (y) g>' (X) +r W t' (^) 

oder auch ivenn man statt der derivtrten Funktionen die Differenzlal- 

quotienten setzt und zur Abkfirzung wieder y und s för 9 (or) , ^ (.r) 
braucht, 

df(y,2)_df(y.z) dy dfjy.x) dz \ 

dx dy 'dx dz ' dx ( (3) 

y = 9(^)» « = iJ;(.t:). ) 

Die Differenzialquotienten 

dy dz 

in denen man successive die erste und zweite abhängige Variabele als 
unabhängige Variabele, die jedesmalige andere aber als Constante be- 
trachtet, nennt man dabei die partiellen Differenzialquotien- 
ten der gegebenen Funktion. 

Aus der Gleichung (3) folgt noch 

dx ily dx dz dx 

oder einfacher 
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und dabei siuiL^^ dy und ^^ dz die partiellen Differen- 
ziale der Funktioo f(y,i) nach y und z genommen*). 

Man übersieht leicht, wie sich dieses Theorem noch erweitern 
lässt; wäre z. B. /(y, z» eine Funktion dreier Veränderlichen, die 
sämmtlicb von einer einzigen a: abhängen, etwa vermöge der Gleichttogen 

so wäre 

dy ^ * dz dt 

und ähnlich für mehrere Veränderliche. 

Man kann hieraus folgende praktische Regel machen : ,, Hat man 
eine Funktion mehrerer Veränderlichen , welche alle von einer einzigen 
unabhängigen Veränderlichen abhängen, nach dieser unabhängigen zu 
differenziren , so sehe man jene abhängige Variabelen als ebenso viele 
unabhängige an und suche In Bezug aut sie die partiellen OUTerenziaie 
der gegebenen Funktion ; die Summe der partiellen Differenziale giebt dann 
das gesuchte Differenzial, in welchem man dann noch für die abhän- 
gigen Variabelen und deren Diferenziale ihre Werthe, ausgedrückt 
durch die unabhängige Veränderliche, setzen kann.'* 

Als Beispiele betrachten wir die folgenden speciellen Fälle. 

I. Sei /*(sinj:, cosor) zu differenziren. Man setze 

y z=r sin^, z = COSJr, 
so ist 



d. 



dfiy,z) = '!f^ dnxnxV^lit dcosa^ 



*) Es itt hier absichtlich nicht weiter gehoben worden, weil man sonst 
in der Gleichung df(p, 9) = dfijf^zy-^-dfiyyZ) nicht wusste, nach welchen 
Veränderlichen die Differenziationen vor sich gehen, wenn man nicht beaon^ 
dere Marken anhängt, wie etwa: 

dfip, a) = dny, ») + dfiv, %y 
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Als speziellen Fall nehme man etwa 

f(y, z) = z»-,«. 
SO wäre 

Ä£)=_2»,f^i^= + 2z. 
dy dz 

folglich weil y = sinor, z = coso? ist, 

d [co8% — sin*ar] 
= [ — 2sin:i:cos:r — 2eos^ sin o?] dLv = — 28in2xifa?9 

wovon man sich auch dadurch überzeugen kann, dass man die Glei- 
chung cos^a? — sin^o: = cos 2^7 beachtet. 

II. Wollte man die Funktion 

gojT"- Aresin jf 
differenziren, so nehme man 

a;* = y. Aresin o: = z 
fiy, z) = e^z, 
woraus sich ergiebt 

dy dz 

d9^'L,J.z.dz = ^^^^^ 

folglich 

d (e^i) =r (2aarzc"!'+ ) dx. 

und nach WiedereinfGbrang der Werthe ron y und z, 

die'^^A.icamx) = (2(u.- Aresin ^ 4 — ) «■'»*' /fa?. 

V 1 -.T* 



§9. 
Differenziation der unentwickeUen Funktionen. 

Eine der wichtigsten Anwendungen der Lehren des vorigen Pa- 
ragraphen ist die Bestimmung der Differenzialquotienten solcher Funk- 
tionen, die nicht völlig entwickelt angegeben sind, sondern für welche 
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nur eine Bedingungsgleichung gezeigt vfird^.aus der sie sieb allenfalfs 
der Form nach bestimmen iiessen. Wird nämlich eine Bedingangsglei- 
chung 

aufgestellt^ welche für alle möglichen x und y erfüllt sein soll» so ist 
y nicht mehr von j; unabhängig, sondern eine gewisse Funktion y=:j(p{a,) 
derselben 9 deren Form erhalten wird, wenn man in der obigen Glei- 
chung y als unbekannt, x als bekannt ansieht und sie nach y auflöst. 
In dem Falle, wo diess allgemein möglich ist, hat es dann auch keine 

Schwierigkeit, den Differenzialquotienten ^ = fp' {x) zu entwickeln. 

dx 

Es kommt aber sehr häufig vor, dass man nicht im Stande ist, 
die Gleichung f(x,y)=0 ganz im Allgemeinen aufzulösen, (z. B. wenn 
der Grad von y den vierten übersteigt, oder die Gleichung eine trans- 
cendente ist) und in solchen Fällen muss man sich nach einer Methode 
umsehen, welche den Differenzialquotienten q>' (x) ohne Auflösung der 
obigen Gleichung bestimmen lehrt. 

Nun ist aber dieses Problem nur ein spezieller Fall der im vori- 
gen Paragraphen behandelten Aufgabe, nämlich derjenige, in welchem 

2 = -^Ca:) = X, f(y, z) = f(x,y) =r 
ist. Man hat folglich nach no. (3) in § 8 

df(^,y)_d/{x,y) dy df(x,y) 
dx dy dx dx ' 

wobei die beiden Differenzialquotienten rechts 

«^/-y) und '^^ 
dy dx 

als partielle anzusehen sind, in denen x und y als unabhängige Varia- 
belen fungiren. Substituirt man aber in den totalen Differenzialquo- 
tienten links den Werth von y = g>(x), so muss 

df(a^> y) _. df{Xy (p (x)] __ Q 
dx dx 

sein. Denn vermöge der Bedingnngsgleichung f(x, y) = 0, aus der 
sich erst y z=z q)(x) fand, ist die Gleichung 

eine rein identische, für jedes x erfüllte und daraus folgt unmittelbar 
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durch DiffereDsiation das vorher Behauptete. Wir haben daher auch 
nach dem Obigen 

0-- df{x,y) dy ^df{x,y) 
dy * dx dx 

und mithin 

g = ^'(^) = -.^,- <^> 

dy - 

Um also den Differenzialquotienten der ihrer Form nach unbekann- 
ten Funktion yr=ifp{x) zu bestimmen^ braucht man blos die partiellen 
Differenzialquotienten der gegebenen Bedingungsgleichung aufzusuchen 
und diese durcheinander zu dividiren. Die Formel für q>' {x) enthält 
zwar noch y, welches man im Altgemeinen nicht angeben kann , dessen 
Werth aber doch gefunden werden kann, sobald x einen speziellen 
Zahlenwerth bekommt, weil sich dann die Gleichung f{Xyy)z=:{i iti 
eine numerische verwandelt. Man ist also im Stande , für jeden Zah- 
lenwerth von X die zugehörigen Zahlenwerthe von ^ = 9(0:) und 

d^ 

y~=S9 (or) anzugeben. Diess wird aus den folgenden Beispielen noch 

deutlicher erhellen. 

I. Wäre zur Bestimmung von 9=9(0?) die Gleichung 

/^(o:,y)r=y*j:»-2^Äa + 3y-^6jr=0 (3) 

gegeben 9 so wurde man im Allgemeinen y nicht durch x ausdrücken, 
also auch seinen Differenzialquotienten nicht finden können. Dagegen 
hat man nach dem Vorigen: 

^!^?) = 5y*ara-%aa:«+3, 
mithin 



,. V 3v*ar* — 4v*^— 6 ,.. 



Wollte man z. B. wissen, welchen Werth q>'{x) für:t':=l annimmt, 
so setze man in der Gleichung (3) x^=l, wodurch 

y*-2^ + 3y-6=0 

wird. Hieraus ergeben sich 5 Werthe von y^ unter denen sich aber 
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nur ein einziger reeller y=2 findet Es entesprechen also auch dem 
Werthe orrsl in (4) fünf verschiedene Werthe von ^'(.r); der einzige 
reelle darunter ist: 

,.,._ 3. 2^— 4.2^^6 _ 26 
<P V^>—— 5.2*— 8.23+3"" l9' 

Ebenso wQrde man für jeden anderen numerischen Werth von x die 
zugehörigen numerischen Werthe von ip(x) und q>'(x) suchen können. 
IL Findet zwischen a; und y die Bedingungsgleichung 

A^»y)=^-y=o (5) 

statt, so hat man 



folglich 



dy 



oder wenn man im Zähler und Nenner für y* dius kraft no. (5) gleich - 
geltende üfit setzt und dann mit xiy hebt 

So hat man z. B. für a:=2, yz=9>(;z:)=:4> mithin 

^^^^""1-2/2- 

Eben so leicht würde man q>{%), ^'(It) ®tc. bestimmen kunnen, weil 
für ar=I, 1$ etc. aus der Gleichung (5) die Werthe y= V, %V folgen *). 



*) Bringt man die Gleichung (5) auf die Form 

yyz=zx* 
8o erhellt, dast sich die Anfsuchnng des y für ein gegebenes x anf das Pro 
btem der Aaflösnng der transscendenten Gleichung 

yy=a, 
worin a eine bekannte Grosse ist, rednzirt. Ehe wir zeigen, wie sich diese 
nähemngsweis losen lässt , wollen wir erst bemerken , dass man immer belie- 

5 
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§. 10. 
Differenziation imaginärer Fufiktionen. 

Man kommt sehr oft in den Fall» Funktionen differenziren za 
müssen , welche imaginäre Grössen enthalten und die man unter der 
Form: 



big yiele Paare zusammengehöriger Werthe von X und p finden kann , welche 
die Gleichung (5) befriedigen. Et folgt nämlich au« derselben 

X logx' 
Setzt man hier — = l-|-a, womit blos getagt ist, dass y'^x tei, so wird 

f/z^xCi-haX Andercrseit« muss aber auch . ° == i -4-tt Kein, woraus log y 
^ loga? 

=r:(l-f-tf)l«g:p oder y=ar»+« folgt. Vermöge der beiden Werthe von y gilt 

nun die Gleichung 

ari+a=a:(i+o), 

woraus diir«h Hebung mit X und Anssi^usg der aten Wurzel folgt 

ar=(i+«)a, 
ur.d dann wegen der Gleichung y==^ (!-(-«) 

y=:(l + a)«+^ 
Setzt man für a Bruche, deren Zähler die Einheit ist, wie z. lt. ^, { etc., 
so erhält man unendlich viele Paare rationaler zusammengehöriger Werthe. 

Will man dagegen für ein gegebenes X das zugehörige p finden, also 
die Gleichung 

1 

py=a oder p=ay 
auflösen, so hat man vermöge der Exponenzialreihe , die später entwickelt 
werden wird, 

Bricht man die Reihe bei irgend einem Gliede ab, so bleibt eine näherungs- 
weis richtige Gleichung übrig, die man als eine algebraische ansehen und 
aus der man durch Auflösung nach y als Unbekannter einen Näherungswerth 
für y finden kann. Da die Reihe selbst convergirt, so lässt sich dadurch, 
dass man immer mehr Glieder nimmt, die Näherung so weit treiben, als man 
will. Ein sehr lesenswerther Aufsatz über diesen Gegenstand überhaupt steht 
im Archiv der Mathem. u. Phys. Theil VI. S. 154. 
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darstellen kann, wo nun 0(x) und ^{x) reelle Functionen von a: be- 
deuten. Die Differenziation solcher Ausdrücke hat keine grossen Schwie- 
rigkeiten ; denn man findet leicht 

F(j;+^a?) — F(j;) 

= 2S +^ -*• Idi ' 

folglich durch UebergaDg zur Gränze für unendlich abnehmende ^x, 

F'{x) = <t>'ix)-{-S/"-iW(,x) (1) 



oder 



dF{x) __d<IHx) .f. — y d^{x) 



in aF"+^~* dx 



+ V^^^^'- (2) 



Die Differenziation von F(x) kommt demnach auf die der ein- 
zelnen Funktionen 0(x)y W{x) zurück; kann man die letzteren nach 
den bisherigen Mitteln differenziren , so ist hiermit auch das Problem 
der Differenziation von F{x) gelost. 

Die Betrachtung der Differenzialformeln imaginärer Funktionen 
bietet darin einen grossen Vortheii dar, dass sich durch dieselbe die 
Differenzialformeln ganz verschieden gestalteter Funktionen unter einen 
Gesichtspunkt vereinigen lassen , und dient somit zur Verallgemeinerung 
des Calculs. So sind z. B. die Differenzialgleichungen [§. 7., no. (19) 
und (23)] 



und 



dArciax^\[^x=^-X^dx (4) 

1 a a + ox^ 



a-^-bx^ 

wesentlich gar nicht von einander verschieden. Setzt man nämlich in 
der ersten — 6 an die Stelle von b, erhält man links die Gleichung 



oder 






5* 
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and di^s in der That richtig. Dean Bian hat vermöge der Formel; 

1 Z(^il^)=Aretan^ 

für or=Vo, |S=VTar, 

und durch diese Substitution fällt die Gleichung (5) mit der in (4) 
zusammeii. 

Ganz ähnlich verhält es sich mit den Üifferenzial formein 

dl{Srbx^^a+bx*)=-r^=dx (6) 

V a + bx^ 
und _ 

rfArcsu.y'^ar = ^^:^«tr. (7) 

Nimmt man in der ersten b negativ, so erhält man leicht 

1 4/"^ 

^il^f^^n^bxSr-l^STa-bx^)^ =;^^====cir (8) 

Aus der bekannten Formel 

/(a+jjV"^)=i/(«H/^ + V^=TArctan J 
folgt andererseits für 

die Gleichung 

/( VJZSJH Väo; V^)=ifa + V^ Arctan f^^ • 
Setzt man in der bekannten Formel 



VI- 



'^'*^° a/-| 2 ^^ Aresin i 



so findet man 



V a-bx^ 
folglich nach dem Vorigen 



Arctan77=:^==ArcsinY -a:. 
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rf( 



774= /( V a— Ax«+ V^F+ V— 1 ) ) = rf Arcsln iA?!; 
V — 1 " a 



Durch SubstltutioD dieses Ausdruckes gebt die Gleichung (8) vullig io 
die unter no. (^ fiber, womit die Identität der Differenziatformeln (6) 
■od (7) bewiesen ist. 

§. 11. 

Dtfferenziation der Functionen mehrerer unabhängigen Fariabelen. 

Lässt man in einer Funktion mehrerer von einander aber völlig 
unabhängiger Variabelen sich eine dieser Variabelen ändern, so zieht 
diese Aenderung keine Aenderungen der anderen Variabelen nach sich, 
welche demnach für die mit dem Inkrenient der einen Veränderlichen 
vorzunehmenden Rechnungsoperationen als Constanten anzusehen sind« 
Geht man also in dem Quotienten, der die Aenderung der Funktion 
zum Zähler und die Aenderung der Veränderlichen zum Nenner hat, 
bis zur Gränze der Abnahme überhaupt, so erhalten wir jederzeit einen 
partiellen Differenzialquotienten. Dagegen könnte man sämmtlichen in 
der Funktion vorkommenden unabhängigen Veränderlichen gleichzeitig 
beliebige Inkremente ertheilen und die totale Aenderung der Funktion 
oder die Gränze der Aenderung zu bestimmen suchen. In diesem Falle 
erhält man das totale Differenzial. 

Sei nun f^or^y) eine Funktion zweier von einander unabhängiger 
Variabelen; geben wir den Grössen .r und y die beiden willkührlichen, 
also von einander unabhängigen Inkremente Jx und ^^ , so nennen wir 
die Differenz 

fix^Jx, y-\-^y)—f{a:yy)=^f(x,y) (1) 

die totale Differenz der Funktion f(Xfy). Dieselbe ist auch 

_ f(x+Jx,y)--f(x,y) ^^^ ^ f( x+Jx,y + Jy)'--f(x+Jx,y) j^^ ^2) 

Lassen wir nun /ix und Jy sich gleichzeitig der Null nähern, so ist 

Lim f^^+^^'y^-f^^^y^ ^^f^^^y^ 

Jx dx ^ , 
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und 



^a- dy ' . 

wobei die Differenzialquotienten 

dfia^.y) ^^^ df(ar,y) 
da: dy 

partielle sind. Man hat demnach aus no. (2) 

dn.,y)=^d.+^Mla^, (3) 

Tvofilr man auch zuweilen schreibt 

df{x,y) = df{x,y) + df{x,y). (4) 

Das totale Differeozial ist demnach die Summe der beiden partiellen 
Differeoziaie. 

Eben so leicht findet man allgemeiner 

df{3c,yyz) 
- df{x, y, z) ^^ dfjx, y, z) . ^ df{x, y, z) ^^ 
da; '^ dy dz 

oder 

df(a:, y, z) = df{x, y, z) + df{Xy y, 2) + df{x, y, 2) 

X y % 

und ähnlich fiir jede weitere Anzahl von Veränderlichen. 

Man wird leicht bemerken, dass die so eben angestellte Betrach- 
tung viel Aehnlichkeit mit der in §. 3. durchgeführten hat; in der That 
ist der Unterschied nur gering; in der Gleichung (3) bedeutet dy als 
Faktor des partiellen Differenzialquotienten rechts eine Grosse, welche 
man auf irgend welche beliebige Weise bis zur Gränze Null zu ver- 
mindern hat; diese Verminderung findet auch bei dem dy in § 8. statt, 
nur dass sie da nicht willkührlich, sondern durch die Gleichung y=:(p(x) 
von dx abhängig ist, woraus am Ende der Rechnung noch die Forde- 
rung entspringt, für dy seineo Wertb durch clx ausgedrückt zu sub- 
stituiren. 
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Cap. lY. Die derivirten Funktionen und Differenzialquo- 
tienten höherer Ordnungen. 

§. 12. 

Begriff und geometrische Bedeutung der derivirten Funktionen 
und Differenzial^uotienten höherer Ordnungen, 

Rein analytisch betrachtet ist die derivirte Funktion einer gege- 
benen Funktion nichts Anderes« als eine neue Funktion ^ welche man 
nach einer gewissen Regel aus der ursprünglichen ableiten kann. So 
wie man nun schon in der Arithmetik eine einmal aufgestellte Rech- 
nungsoperation mehrmals hinter einander anwendet (z. B. die Mul- 
tiplikation, durch deren Wiederholung die Potenz mit ganzem positiven 
Exponenten entsteht), so muss man sich auch hier versucht fühlen, 
durch successive Anwendung des nämlichen Verfahrens, aus der deri- 
virten Function eine zweite derivirte Funktion, aus dieser ei^ne dritte u. 
s. f. abzuleiten. So können wir aus einer gegebenen Funktion F(a:) 
eine beliebig weit fortlaufende Reihe derivirter Funktionen entwickeln : 

F(x). F"(x), F^{x), ... F("-i)(.t:), F(«)(a:), 

deren jede aus der ihr vorhergehenden auf die nämliche Weise ent- 
springt, wie die erste F{oc) aus F(x) selbst und in denen die obenan- 
gesetzte Anzahl von Strichen die Ordnung der derivirten Funktion 
angiebt. 

Es ist nicht schwer, die geometrische Bedeutung solcher succes- 
siven Derivationen einzusehen, so weit überhaupt eine solche existirt; 
die folgende Betrachtung wird uns hierzu dienen. 

Es sei in Fig. 7 0^=^*, AP=f{x) und die krummlinig be- 
gränzte Fläche OAPR=F(a:), so ist nach den in der Einleitung an- 
gestellten Untersuchungen 

AP=fia:)=F(a:). 

Wollen wir hieraus F"(a:) ableiten , so müssen wir auf F'(a?) , d. h. f(ai) 
dieselben Operationen anwenden, durch welche F {x) selbst erst aus 
F{x) abgeleitet worden ist; wir haben also: 
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oder was das Nämliche ist 

Lassen wir nun x um ein Stück Sz=:AB zuDebmeo, so ist BQ=f{x-\-S) 
folglich f(x+S)-f{x)=ÜQ» wenn PÜ\\AB gezogen wird; mithin 

ZieheD wir ferner dnrch P eine Tangente ST «n die Curve und setzen 
^TSA=^TPU=:amd ^QPTsst.aolst 

^UPQ=im^t, 

folglich 

/l£±^=M=tan(«+.). 

Lassen wir jetzt S continuirlich abnehmen, so rfickt die Gerade 
BQ immer- näher an AP 9 zugleich der Punkt Q immer näher an den 
Punkt r, folglich vermindert sich auch der Winkel QPT==e bestän- 
dig. Ist endlich d=0 geworden, so sind die Punkte Qund T in einen 
einzigen und zwar in P zusammengefallen und es ist ^QPT=;s=^0. 
Die Grosse s nimmt also mit d gleichzeitig bis zur.Gränze Null ab und 
es ist mithin: 

LimÖ£±§--l/(iL)=tan«, 
o 
oder 

fix) d. h. F''(a:)= tan CO, 

woraus die geometrische Bedeutung der zweiten derivirten Funktion für 
den Fall, dass die Urfunktion eine Fläche repräsentirt, mit vülliger 
Deutlichkeit erhellt. Wollte maa hier weiter gehen, so würde man 
aus dem Gebiete der Geometrie völlig herauskommen; denn mit jeder 
Derivation erniedrigt sich der Grad der Funktion, indem man von der 
zweiten Dimension (die Fläche) zur ersten (die Linie) und von dieser 
zur nullten, d. h. zur Zahl tano gelangt; eine weitere Derivation hätte 
also gar keine geometrische Bedeutung mehr. 

Analog den derivirten Funktionen höherer Ordnungen kann man 
auch die Difitereuzialquotienten und Differenzialgleichungen höherer Ord- 
nungen entwickeln , indem man aus dem Differenzialquotienten für F(x) 
den für F"(x)s bleiWB den für F"(x) q. s. f. ableitet. Man hat 
nämlich 
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^x dx 

oder wenn man fSr F{x) seinen Werth / ^ setzt, 

^^(->=-^- 

Nun ist aber dx von ;r unabhängig; denn es bedeutet das Differenzial 
dx (oder <^«» wie wir in der Einleitung bezeidinettn ) efatf Inkrement, 
weiches man dem x willkühriich gegelien und dem mau nur die 
Bedingung unendlicher Abnahme auferlegt hat, ohne das Gesetz zu 
bestimmen, nach welchem diese Abnahme vor sich gehen soll. In 
Bezug auf die neue Differenziation ist daher dx als Constante anzuse- 
hen*) und daher wird 

ddF{x) 

^ ^"^^ d^- dx.dx ' 

wofür man die Bezeichnung 

eingeführt hat, indem dx an der Stelle von (dx)* steht. 

Durch Differenziation dieser Gleichung ergiebt sich weiter 



dx 



F*(x) 



oder 



wofür man schreibt 



Eben so hat man weiter 






*) Wäre X nicht unabhängig Teräoderlich , so wurde das Gesetz « nach 
welchem sich dx der Xnll nähert, nicht mehr beliebig sein, denn z. B. für 
dr::=y(/) wäre dx=^'(i')dtt und dann gilt auch im Allgemeinen die Conse- 
qaenz nicht , dass man dx in Bezug auf eiiie neue DflSerenziation fnr constant 
anzusehen habe. 
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^^='-« 



^=f^=P«W, 



da?« 
wofSr man auch die Differenzialgietchung schreiben könnte 

Man muss sich hüten , das n auf der linken Seite für einen Exponen- 
ten zu halten, wie diess auf der rechten Seite der Fall ist. Im Gegen- 
theil vertritt es dort die Stelle eines Index, welcher anzeigt, wie viel- 
mal nach einander die Operation des Differenzirens auf die Funktion 
F(x) angewendet worden ist 

In manchen Fällen bedient man sich auch noch einer dritten Be- 
zeichnungsweise , welche oft sehr vortheilhaft ist. Man schreibt näm- 

lieh an die Stelle von ^\'^ einfacher D^F{x) , so dass also 

^(ü^ = F(«)(a:) = Z)»F(ar) 

ist. Diese Bezeichnung hat das Bequeme, dass man bei Funktionen 
mehrer Veränderlichen die Grösse , nach welcher differenzirt wird , leicht 
als Marke anhängen kann; z. B. 

wobei der nte Differenzialquotient partiell nach y genommen ist. 



§. 13. 

Höhere Differenzialquotienlen der Summen, Differenzen , Pra^ 
dukte und Quotienten zweier Funktionen. 

So wie wir früher untersucht hatten, nach welchen Regeln sich 
die ersten Differenzialquotienten solcher Funktionen bilden, welche aus 
zwei anderen mittelst der vier Spezies zusammengesetzt sind, so müs- 
sen wir nun auch die höheren Differenzialquotienten von Ausdrücken, wie 

zu entwickeln suchen. Diess hat namentlich für die beiden ersten nicht 
die geringste Schwierigkeit. 
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I. Nach dem Früheren ist bekanntlich 

d [y(ar) ± -»(j?)] _ dq>{x) dUfjx) 
dx dx dx ' 

Bemerkt man, dass wenn zwei Funktionen einander identisch sind, 
auch ihre Differenzialquotienten es sein müssen, so erhält man durch 
eine fernere beiderseitige Differenziation : 

d'^\tp(x)±^{pdj\ _ d''^>(x) d^{x) 
dx^ dx^ "^ dx^ * 

Eine nochmalige Differenziation würde geben 

d^ [y (jr) + 1/; (j :)] _ d^cpjx) - rfX^r) 
dx^ dx^ * dx^ 

und hieraus erhellt, dass überhaupt die Gleichung gilt 

dr^[(p{x)±f(x )]_ dMa) , d^(a^ ,. 

d^n d^'^^'d^' ^*^ 

wofür man auch schreiben kann: 

D^[<p(^)±^(x)]=^I)^(p(x)±Dnii,(x), . (2) 

und eben so hat man die Differenzlalgleichung : 

d^[(p(x)±'tlf(x)]=d^(p(x)±d^(x). (3) 

II. Etwas verwickelter gestalten sich die höheren Differenzial- 
quotienten des Produktes zweier Funktionen. Aus der Gleichung 

d\:q>(x)rl;( xy]_ . . d(p(x) dtj^jx) 

— ,^(a:)__ + -^^9,(a:), 

folgt zunächst durch Differenziation 

d^[(p(x)tl;(x)] _ ,,.^ ^,^ d^(p{x) , d'H>(x) dxpjx) 

, di\>(x) d(p(x) dh(ß(x) .. 
+ "Si~' dx +"rf^^^'''^^ 

d. i. 

Hieraus erhält man durch eine weitere Differenziation 
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^' da: ' dx* ^ dx^ ' dx 

. «Pt(a:) rfy(j) rf»»(j;) ., . 



rf»[y(j:)i>>(j:)] 
da:» 



Betrachtet man die Weise, in der sich hier die Coeffizienten bilden, 
so wird man leicht bemerken, dass dieselbe mit der Rekursionsforme! 
für die Binomtaikoeffizleoten identisch ist. Denn die obigen Coeffizien- 
ten entspringen durch saccessive Addition je zwei vorhergehender nach 
dem Schema 

1,1 

1,2,1 

1,3,3,1 
etc., 
welches zugleich das Bildungsgesetz für die BinomialkoefBzienten ist. 
Beachtet man noch, dass in Formel (1) die Differenzialquotienten von 
^>{oc) der Ordnung nach fallen, die von '^[pc) eben so regelmässig stei- 
gen, so darf man mit vieler Wahrscheinlichkeit folgendi^s Gesetz ver- 
muthen : 

Seine Richtigkeit erkennt man leicht, wenn man unter einstweili- 
ger Annahme desselben, die Form untersucht, welche der nächst 
höhere Differenzialquotient bekommen muss. Durch nochmalige Dif- 
ferenziation ergiebt sich nämlich aus (2) 
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+ 

+ -1S^ ^-+ Ac-+» ''^*^' 

und wenn man die Glieder in diagonaler Richtung zusammennimmt, 
rf-H[y(ar)»(a.)] _ 

■ +t"-+l]^'-^+^^^»«- 

Zieht man je zwei der in Klammern dtehenden Binomialkoeffizienten 
nach dem Satze*) 

«P-i + np = (n + l)p 
für p = 1, 2, 3«. • . .n in einen zusammen y so ist jetzt 



*) fi« itt nimlich 



''''= 1.2.3. 



, "''''* 1.2.3...(p^"I) 

also 

P 



-y+2) 



«^-1=^=^ 



«p 



folglich 

d. i. Termöge det Werthes Ton Mp 

m^ 4-nn - (»+i)«(^- !)>■.(» -1^+8) 

«i.-1+wp - rT37;:]j ' 

wobei die rechte Seite nichts Änderet alt (n-\'t)p itt, wie man sogleich über- 
tieht, wenn man in der Formel für np ttatt », n-f 1 setzt 
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Denselben Ausdruck für den (ft4-l)ten Differenziaiquotienten würde 
man aber auch erhalten, wenn man in der Formel (2) n -f 1 für n 
setzt. Das hypothetisch angenommene Bildungsgesetz der höheren 
Differenziaiquotienten gilt demnach für die (n -^ l)te Ordnung , wenn es 
für die nte richtig ist; da es aber für die erste Ordnung gilt, so muss 
es jetzt allgemein gültig sein. 

Man kann das Theorem in (3) auch in folgender Form darstellen 

... + n„_iI>»-iif;(z)Z>9)(ar) + /)^tff(ar)9(jr). ) 

Schreibt man die Reihe rechts in umgekehrter Ordnung und berück- 
sichtigt, dass nn-^=ni, nnr-^=^n^ nn-^ = n^ etc. ist, so kann man auch 

setzen 

Z)»[9(^)^(^)]= ) 

Ist einer der Faktoren constant , etwa if; (jr) = a, so sind die Differen- 
ziaiquotienten 

Z)t^(ar), D^'^(x)y Z>3t(ar),.../)»tf;(.T) 

sämmtlich =0 und folglich bleibt nach (3) und (4) 

D^[a(p{x)^ = aD^q>(w). (5) 

Hl. Auch für die höheren Differenziaiquotienten der Quotienten 
zweier Funktionen wie 

t/;(ar) 

kann man allgemeine Formeln aufstellen, deren Gesetz aber ziemlich 
verwickelt ist. Wir können sie aus doppelten Gründen übergehen; einer- 
seits, weil sie fast nie gebraucht werden und andererseits, weil man 
in den wenigen Fällen, wo man sie brauchen könnte, die Aufgabe leicht 

auf die vorige reduziren kann. Setzt man nämlich — r-r = xM, so wird 
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kann man nun im speciellen Falle der Anwendung die höheren Diffe- 
renzialquotienten von %(x) entwickeln, so giebt die Anwendung des vo- 
rigen Theoremes (5) unmittelbar die höheren Differenzialquotienten des 
Produktes g>(a:)%(a:), indem man sich nur die Funktion i/;(^) dort durch 
xia) ersetzt denkt. 

IV. Zu bemerken ist endlich noch der Satz: wenn F(a:) = (p(a:) 
+ V — Ii/zCä") ist, so wird 

von dessen Richtigkeit man sich leicht durch mehrmalige Wiederho- 
lung der Betrachtungen des § 10 überzeugen kann. 



§14. 
MHe höheren Differenzialquotienten der wichtigsten algebraischen 

Funktionen. 

' I. Für die Oifferenziation der Potenz xf* kann man sehr leicht 
das allgemeine Gesetz entdecken ; man erhält nämlich der Reihe nach 



^> = .(.-l)^.^ 



«Lr« 



^^> = ft(^-l)(p-'2)a^-3 



oder überhaupt för**^^ = D^ixf') 



D«(xf^) = (t(ft — l)(j*— 2)...((t— n— l)«/»-». (1) 

Beispiele hierzu sind fi = — 1 , fi = — ä'^ welche speziellen Werthe 
man findet 

Z>./4=)=C-1)-1.3.5 (2n-l) 3 
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11. Es ist hieniacli aach leiebt, die hShcffco Differmdalqaotieo- 
ten der aUgemeioeren FanlitioDen 

(a -f 6arV* 

zu entnickeln. Denn setzt man a-i-6a:=zt, so ist daeh (1) 

/)n(2A») = ^(fi— l)(/»-2),..(f* — «=T)*<*— . 

Andererseits liat man 

Ffllirt man dieses nebst dem Werthe von z in die vorige Gleichung 
ein» so ergiebt sieb nach beiderseitiger Multiplikation mit b», 

D»(a+ Aary = f»(f*-l) (/*-2) . . (^— i=l)Ä«(a + bx)f^. (4) 

Specieiie Fälle bilden z. B. die Anoabmen fi= — 1, fi=:— ^, woßr 
man bekommt 



jy,, 1 . (-l)M.2.3..nA. 

^o + Ay (a + A«)H-i 

j>-( 1 . (-l)"1.3.S..(2n-l)A» 
V a+Aa: 2" (a + *«)• VaT+li" 



(5) 
(6) 



und enteprecbeDd ffir negative b 

r^f 1 Y^l.2.3... no" ,-, 

j«( J^^V- 1.3.5...(2i»-l)6«_ 
Va-^x 2»(a— Äjr)«V^irÄar' 

Hl. Die so eben entwickelten Formeln können selbst wieder zur 
Aufsuchung der höheren Differenzialquotienten zusammengesetzterer 
Funktionen benutzt werden , sobald diese letzteren sich auf irgend eine 
Weise in andere von der oben betrachteten Form zerlegen lassen. 
Einige der wichtigsten Fälle der Art sind folgende. 

Aus der eine Zerlegung darstellenden identischen Gleichung 

1 -M 1 _ 1 j 
a«— 4««" 2a | ö+i* —a-^bxS 

fbigt sogleich nach §. 13 no. (2) 
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d. b. Dach Formel (5J 

_1 f (— l)"1.2.. w^_ (— l)«1.2..yi6« i 
2a { (a + bx)^^^^^ (— ö_|-Äar)«+i ]' 

d. i. wenn man die gemeinschaftlichen Faktoren absondert, 

Darcb gans das nämliche Verfahren ergiebt sich aas der Gleichung 

^ - , 1 i 1 , 1 j 
««— 6*ar2 26 | a+6a: ^ — « +Äj? i 

die Differenzialformel 

Diese Formeln lassen sich noch etwas weiter ausdehnen, wenn man 
die willkühriiche Constante a imaginär nimmt, also etwa aV^ — l = ai 
für a setzt. Es wird dann aus (9) 

^^ 1 X i^l)nl.±.nbn i 1 1 

\a^+E^)'^ 2ai { (at+Äa?)«+i (-01+60.)»+* 

oder wenn man rechts Alles auf gleichen Nenner bringt 

^ / 1 N_ (~-l)"1.2..w6« (ai-f 6jr)«+i— (--^1 -f 6a;)"+ i 
^VoHÄ^^*/ 2fl» ' (aHÄ2^^)"+* 

Setzen wir nun, um die imaginären Ausdrücke los. zu werden , 
ai -f 6 j? = 9 (cos 10 -f t' sin o) 
— ai + Äo: = ^' (cos to' — t sin a) , 
so folgt 

9 cos (0 '=bxy p sin o = a 
p'cos ©' =6ar, ^' sin m' = a 
und hieraus 

(p cos w)« + {q sin ©)«= a2 + b^x^ 

tan 00=: T~ 
bx 

(q' cos »')*+ (9' sin «)')«= a*+62;i« 
tan « = 7— , 

folglich wenn k eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet 

6 
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Q — (a* + Ä^o:«)«, od' = Arctan jr- + kn, 
also q^=q'; (a-=(o und mithin 

_ ( — 1)" 1.2.. nh^ [q (cos CO + 1 sin ü))]*+^ — [q (cos o— t sin (o)]"l ' 
"" ^lai (a^+A^ar^^nfi 

_ (— l)"1.2..y^6"(^»^^^ eos(n+l)a)+t8in(n+l)a>— (co8(yt-|-l)a)«>fain(ii+ l)(o) 
"~ 2ai • (a* + Ä2ar^)»+» 

d. i. vermöge des Werthes von q 

jy^( 1 \_ (--l)"1.2..» 6» sin(n+l)(P 

Zu bemerken ist noch, dass in dem Werthe von g» die ganze Zahl 
A: = s.ein muss. Denn da die linke Seite der vorstehenden Gleichung 
für negative a die nämliche bleibt wie für positive, so muss diess 
auch mit der rechten Seite der Fall sein. Diess kann aber nur ge- 
schehen, wenn für negative a der Bogen negativ wird, wo dann Inder 
That wegen des negativen Divisors a der ganze Ausdruck positiv aus- 
fallt. Es kann aber für negative a der Bogen 0=: Arctan j—^kxma 
dann negativ werden, wenn ä;=0 ist, und so ergiebt sich 

,w_l ^x (-l)''1.2..n6 » «»[(«+1) Arctan^] 

Wendet man die nämlichen Transformationeo auf die Gleichung (10) 
an, so findet man ebenso leicht 

^ . cos [ (« + 1) Arctan r-l 



*) Für in der Sprache der Anuljtis n^cniger Geübte möge hier noch die 
Bemerkung stehen, dass ein Ansdrnck, wie sin (;» Arctan s) gewissermassen 
eine algebraisch geometrische Aufgabe involvirt, die sich auch leicht analy- 
tisch lösen lasst Es sei nämlich ein spitzer Bogen u gegeben^ dessen Tan- 
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In ähnlicher Weise, wie wir 6o eben die Theoreme I. und IV. in §. 13 
zur Entwickelun^ der höheren Diffcrenzialquotienten einer etwas zusam* 
mengesetzteren Funktion benutzt haben , können wir auch das Theorem 
II. das. zu gleichem Zwecke anwenden. Wäre z. B. die Funktion 

1__ 

ZU differenziren , so nehmen wir 

y a-y^bx y €H^bx 

wodurch sich ergiebt: 

1 1 

9(a:)i/;(ar) = 



W{a^bx) (or-'bx) V^fl«^Ä*jr« ' 
folglich ist nun nach dem genannten Satze 



gente % heissen möge, derselbe m mal genommen und die Aufgabe gestellt, 
den Sinus von mu durch die Tangente Ton u auszudrucken , so hat man hierin 
den einfachen Sinn von sin (m Arctan 2), und die Aufgabe selbst n^ürde sich 
leicht nach der algebraisch - geometrischen Methode lösen lassen. Man kann 
sie aber auch mit Hülfe goniometrischer Formeln behandeln, wie im folgenden 

Beispiele. £• ist sin 3t/=3 sin U — 4 sin ^u ; oder weil immer «in l/r= — — n^=: 
^ 1^1 + tan^?/ 

ist 

tanM . tan« ^^ 

sin3ii=3rF===— 4/-==\ , 
1^1+ tan'»!« VV^l+tan*«^ 

da aber tan U=zZ als bekannt vorausgesetzt wird, so folgt 

% • « \^ 

sin (3 Arctan » ) — 3 ,^ ; —4 / -T==r- 1 . 

Auf ähnliche Weise kann man für jede« positive ganze tn mit Hülfe der go- 
niometrischen Formeln Ausdrucke wie sin {m Arctan 3) und cos (»I Arctan«) 
vollständig entwickeln. 

6* 
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doer wenn man die Formeln (8) und (6) des vorigen Paragraphen fftr 
n=n, n — 1, n — 2,... und n=l,2,3,... in Anwendung bringt 



^^Va«— Ä«^:«) 



1 1.3.5...(2«-1 >8^ l.A _ 1.3.S...(2»— 3)A*-i^ 

1.3.&» 1.3.S...(2w-S)A»'-» 

Bemerkt man , dass hier alle Glieder den gemeinschaftlichen Faktor 

besitzen, multiplizirt und dividirt dann noch die rechte Seite 

1.3.6...(2w— 1) 
(tt— *ar)" (a+*«)"' 
so erhSIt man 

1 



^(v=P=F=-^= 



l,3.5...(2n— 1)Ä» (, .. ^ l«! , ., X w A . 



+ (2nAl)i2% (°+*")'-'(«-*")' — 



(13) 



womit die Aufgabe gelSst ist. 



§15. 

Die höheren Dtfferenzialquotienten der wichtigsten transcendenten 

Funktionen. 

1. Für die Exponenzialgrosse hat man folgende Reihe von Glei- 
chungen ; 

ä^'^ = ae» 
dx 

dx^ dx 

u. s. f. 9 
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also fiberbaopt 

*lö = i)»(c«) = o»««*, 

ein sehr einfaches Resultat. 

II Die DifferenziatioD logarithmischer Fanktionen kommt immer 
auf die von algebraischen Funktionen zuriick > weil der erste Differenz 
zialquotient des Logarithmus eine algebraische Grösse ist. Man hat 
i^ämlich 

dx x. 
folglich 



dx*— dx 








ä'u -^'d) 








dar» "" dx^ 
u. s. f. 
d. i. im Allgemeinen 

da^ rfj?"— ^ 
oder 


• '■ ' 


Mithin ist nach Formel (2) § 14, wenn man daselbst n- 
i^^^_(-l)"-»1.2.3....(«-l) 


-1 für ra setzt, 
(2) 



wobei man im Falle n = 1 die Faktorielle 1.2...(n — 1) för 1 zu rech- 
nen hat 9 wenn die Formel allgemein gfiltig sein soll. — Aus der Glei- 
chung 

Dlia^bx) = ^ 



findet man eben so leicht durch (n — l)malige Differenziation 
d. i. nach Formel (5) in § 14, 

jp»/(«+M = l=l)!l^';^;^r:<"-^>*'' (3) 

(a + oxy^ 
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wo hinHichtlich der Faktorielie 1.2.3...(n — l) die nämliche Bemer- 
kung gilt, wie vorhin. — Bemerkt man, dass 



ist, so folgt 






\a — bxj 



\a--bxj a^^ö^x'i ' 

mithin nach Artikel III in § 14 

"•'i^h '-'l^^-l'r^'" U»H-«x).+(-l)-M»-M-|. (4) 

wobei man wieder wie dort die Binome (a-\-6x)^ und (a — Ä:r)" ent- 
wickeln kann. 

III. Von den goniometrischen Funktionen sind es nur zwei, deren 
höhere Diffcrenzialquotienten sich anf dem bisherigen gewöhnlichen 
Wege entwickeln lassen und diess sind der Sinus und Cosinus. Für 
die übrigen Funktionen ist das Bildungsgesetz der höheren Differenzial- 
quotienten nicht der Art, dass man es sogleich übersehen könnte, wodurch 
man genöthigt wird, sich in diesen, wie in vielen anderen Fällen nach 
neuen Methoden umzusehen. 

Was nun den Sinus betrifft, so findet man leicht 

— = = cos ar = sin (-^ + ar) 

da: 2 

___, = — sinx=zsm(-^ + x) 
_^-5-=-C08^=s,n(-^ + ^) 

-^-y-=8,n.r=:s.n(-2-fa:) 

u. s. f. 
Man hat also allgemein 

-^^ />» sina:= sin (— +x). (5) 

Man kann sich darüber auch noch Folgeodes merken. Die ganze Zahl 
n kann von folgenden vier Formen sein: 

4w, 4m + l, 4wi + 2, 4w + 3. 

Für die erste ist 
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sin (^+^) = siii(2m7r+a:)=sina:, 

für die zweite: 

sin (^+a;)=siD (2/»7r + |+Är)=cosar, 

für die dritte: 

sin(?^+ar)=sin(2^1T^+J^)=— sin^» 
und für die vierte: 

sin ( ^ +0;) = sin ( 2m;r + ^ +ar)=:-cosa:. 

Man kann daher auch sagen: es ist 

/)»sinar=+sinar, +cosa:, — sinx, — eosa?, 
wobei die vier verschiedenen Werthe den vier Formen 
n=4w, 4m + l, 4/n + 2, 4»i+3 

correspondiren. 

Man hat ganz ähnlich 

5Lj^=-sin:r=cos(5 + :c) 

^!£2f£ = 8iD.r = cos(^+a:) 

d^cosx ^^„ ^ „_ r^^ t- T'i 

— -— — , = cos a:= cos \-Pi-'r^) 
dx"^ 2 

u. s. w\, 

also im Allgemeinen: 

5?:S^ = D«cosa;=cos(^+a:). (6) 

dx^ ^ 

Durch eine der vorigen ganz analoge Betrachtung überzeugt man sich 
leicht, dass diess auch so ausgedrückt werden kann: es ist 

D"cosa:=:+cos:r, —sin;?;, — cosa», +sinar, 
je nachdem für n die Formen 

w=4w, 4m+l, 4m+2, 4m+3 
gelten. , 

Setzt man in den Formeln (5) und (6) ax für x, so tritt \d{ax)\n 



Digitized by VjOOQIC 



69 

(l. h. a^dx'^ ao die Stelle von da^ und man bekommt dann durch bei- 
derseitige Multiplikation mit a" leicht die etwas allgemeineren Glei- 
chungen : 

Z>»sinflar = a"sin (-^+ar) (7) 

D" cos aar=:a»cos (-^ + cur )• (8) 

IV. Die Differenziationen der cyklometrischen Funktionen redu- 

ziren sich auf die Differenziationen algebraischer Ausdrucke. Man hat 

nämlich 

b b 

/> Aresin — ar = ■—======== 

/>Arctan-x=^^q^35jä 
und daraus folgt darch (m — l)inange beiderseitige Differenziatioo : 

D» Arcsin —x=b Z)*-i (—===~\ 



/>»ATctan ^:r=aÄZ)»-i(p^^) 



und wenn man die auf der rechten Seite angedeuteten Differenziationen 
dadurch ausführt ^ dass man in den Formeln (13) und (12) des vorigen 
Paragraphen n — 1 für n setzt: 

/>" Arcsin— ar= /g\ 

und 

(-l)«-il .2 . . («-1)Ä» sin («Arctan A) 

/>"Arctan - ar= ?^. (10) 

^ (a^+Äar«)" 
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§ 16. 
Die holderen Differenzial^otienten der Funktionen von Funktionen. 

Wir babea in §. 7. gesehen , dass wenn die Funktion F(x) nach 
dem Schema 

F(a)=/[9(a:)] 

zusammengesetzt ist und zur Abkürzung q>{ic)=iy genommen wird^ die 
Gleichung gilt 

F'{x)=f'\y\q>'(x) 

oder vermöge der Werthe von F{x) und y. 

Df[q>(x)]=r[q>(x)]g>'(a:), (1) 

wobei das Symbol f'[<p(xy\ bedeutet ^ dass man der Funktionierst 
eine beliebige Variabele y leihen, nach dieser als unabhängiger Ver- 
änderlichen die Funktion f(y) diiferenziren und endlich nach geschehe- 
ner Differenziation y = q)(x) setzen soll. Um jetzt die höheren Diffe- 
renzialquotienten der Funktion f[<p(x)J zu erhalten, differenziren wir 
nach einander die Gleichung (1); es wird dann 

/>2/tg,(.r)]=/"[g>(^)]/>g»'(a:) + 9)'(^)/>r[9(^)] 

oder 

D^fltpix)] =f' [g> (x)] q>" {X) + r [,.(*)] W{x)-\\ 
ferner : 

Z)»/t9) (*)] =/•' b> {x)1 D^" {X) + 9," (X) Df [9(«)] 

+ r [<?(*)] D[<p'{x)\^-{-Wi^WDf" [9(^)3 

=/■' b>{^)\ <(^) + v" (^)r[9(^;] 9»' (^) 

-^nq>{x)Y2q,\x)q>"{x)^{>p\x)-\^rW{x)W(.x) 
oder 

D^f[q>{x)\ =/' [q> (^)] <(a:) + 3^ [9(^)1 9> V) 9>'(^) +r[9(.^)] W (^)]'- 
Man übersieht auf der Stelle, wie sich dieses Verfahren beliebig weit 
fortsetzen lässt, aber es ist nicht so leicht, das allgemeine Gesetz zu 
entdecken, naöh welchem sich irgend ein solcher beliebig aus der Keihe 
herausgegriffener Differentialquotient unabhängig von allen seinen Vor- 
gängern hinschreiben Hesse. Dagegen wird dieser Calcül weit elegan- 
ter, wenn man für die Funktion cp{x) verschiedene Spezialisirungen 
eintreten lässt, wobei die Funktion /* immer noch ganz beliebig bleiben 
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kaon. Die bemerkeDswerthesten Fälle dieser Art sind: g)(a:)=arX, wo 
k eine ganz beliebige Grosse bedeutet ^ q>(x)=e' und (p{x) =r Ix^ 
welche wir in den nächsten Paragraphen behandeln wollen. 

$ 17. 
Independente Bestümmung von D^f(x^). 

Durch successive Differebziatioo der Funktion f(x) gelangt man 
leicht zu den folgenden Gleichungen: 

Df(x^)=kx^iff (x^) 

IPf(x^) = k (X—l)x^^f (x^) + X^x^^^f (x^) 

D^/[x^)=X(X--lXX--2)x^Y('^h+3^Hi^-l)^^^Y\^)^^^ 

u. s. f. 

Man übersiebt bald aus dem Gange der Rechnung selbst, dass 
hierin im Allgemeinen folgendes Gesetx liegt: 

D^f(x^) = Ai^x^n^h+A^^^^-^n^h + A o:»^— r (^) + • •• 

....+J„a:«^-»/(»)(x^), 

11 n fi 

worin Ai, A^, •••• An gewisse constante, blos ron X und der Ordnung 
der Differenziation abhängige Coeffizienten bezeichnen. Man kann da- 
für auch schreiben: 

D^f(x^) = 

^{A,x^r(^)+A^x^r(^h+Asx^r(^h+--+A^^^ 

und sich, wenn man will, leicht mittelst des Schlusses von n aufn-|-l 
Ton der formellen Richtigkeit dieser Gleichung überzeugen. 

Hier handelt es sich nun noch um die Bestimmung der Coeffizienten 

n n fi n 

Alf A^f Af^3 •••• Ans 
zu welcher man durch folgende Bemerkung sehr leicht gelangen kann. 
Die Werthe der fraglichen Coeffizienten hängen nur von X und n, 
n i ch t aber von der Matur der Funktion f ab ; ist man also im Stande, 
für irgend eine Spezialisiniog der Funktion f die Werthe jener Coeffi- 
zienten zu bestimmen, so gilt dann diese Bestimmung auch im Alige- 
meinen für jede andere Funktion /*. Die passendeste Spezialisining 
dieser Art ist: 
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m^a+y)""^ also f(x^)=.(l+x^)^ (2) 

daraus folgt für irgend eine ganze positive Zahl p : 

/(i»(3^)=n(ii — l)(ii-2) ....(«-/? + l)(l+y)»-/», 
oder, wenn man das aus p Faktoren bestehende Produkt n{n — 1).. 

..(w — p + 1) mit [n] bezeichnet und y=.T^ setzt, 

/(P) (ar^) = [nf (1 + .r^)«-i». (3) 

Nimmt man hier p = \, ^2, 3, ....n, so kann man alle auf der 
rechten Seite von der Gleichung (1) vorkommenden derivirten Funktionen 
angeben 9 wodurch man erhält: 

Z)«(l+a:^)«= 

Andererseits kann man den Werth der linken Seite auch noch 
auf einem anderen, von der Kenntniss des Theoremes (1) unabhängi- 
gem Wege erhalten; bezeichnet man nämlich die Coeffizienten von z, 
2*, z^ etc. in der Reihe für (l+z)** mit »i, n^» "a ^*C'* ^^ '®t 

(1 + ar^)« 

und wenn man die Formel 

/)»a;/'=^ (^1) (^2) .... (fL-n+l)a^*-*=[(i] — 
benutzt, so folgt aus dem Vorhergehenden: 

Vergleichen wir dies mit dem unter No. (2) gefundenen Resul- 
tate, und setzen zur Abkürzung x^=y , so wird 

wi [% + W2[2a{^« + W3[3%H ....+7in[nl]7j^ 
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Aus dieser Gleiehiing, welche für jedes y eine blosse Identität 
darstellen muss^ lassen sich leicht Relationen ableiten^ welche zur 
Bestimmung der CoefBzienten 

n n n n 

Al y Ag^ y A^ 5 • • • • An 

hinreichen. Verwandelt man nämlich die einzelnen Potenzen 

(1+y)— > , (1+y)-* , (l+y)'-S .-.. 
in Reihen^ welche nach Potenzen von y fortschreiten, so ist: 

—^iin\{y + («— l)i3(H(»-I)2»*+ + (n-.l)„-iy") 

+ Ajj^\y^Mn-'l)iyn{n^2)^-\r +(«-2)«.^»l 



ff 3 



+ ^3[n]ty»+(«-3)iyH-(n-3)^»+ + (n-3)»_sy-} 

+ 

Ordnet man hier die verschiedenen Glieder nach Potenzen von x, 
80 nimmt die Gleichung folgende Gestalt an: 

«1 [% + «a [2%»+ «8 [3A]3rH +«« [«i]V 

=Ji[«]y 

+ Mx[«](«-l)i+^«[«]}»' 

+ {i[n](«-l)a+A[M](»«-2)i+^s[«])»» 

+ 

Da diese Gleichung fOr jedes beliebige y eine rein identische sein 
'muss, so ist nuthig, dass die CoeiBzienten gleicher Potenzen Ton y 
selbst identisch sind, dass also folgende Gleichungen gelten: 

n n 1 

«,[1]=^i[m] 

na [2A.] = ^1 [ni («-1), + ^4 [n1 
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«3 [3A] = ii [nj(n-l)^+A3, [«f (m-2)i + i, [«] 

«4[4i]= Ji [n](«-l)s + Ja[«] (M-2)a+^8 [n^(ii-3),+ J,[n1 

n n 1 ^ % " ""^ " " 

nn[nX] = ^1 [n] (w— l)»-.i+^a W («— 2)«-a +....+ ^«-i [n] li+^«[n]. 

Setzt man für jeden BiDomialkoeflfizieDteti seineo Werth nach der 
Formel 

m (m — 1) ... . (m — y + 1) 
"^9 - 1.2,...y- 

und für [nj , [nj , [n] etc. ihre Wertbe n , ii(ii— 1) , n(ri'— l)(w— 2) etc., 
so erkennt man, dass sich die erste Gleichung durch n aufdiviren iässt 
die zweite durch «(n— 1), die dritte durch n(n — 1)(«— 2) etc., die letzte 
durch n(n— 1)....2J. Nach Ausfuhrung dieser Divisionen bleibt: 

M—J. 3 . Li .3 

1.2.3— 1. 2^*^71^^^» } (5) 

m i_3 . 1 A ^^ A ^1 

137374-1.2.3"*» + 172^+ 1^»+"** 



1.2.3....«- 1.2....(»-l)''» + 1.2....(n-2) ^a+ • + j ^»-i +^«. 
Diese n Gleichungen reichen hin, um die n Unbekannten 

n n n n 

• Ax y A^ , A^ , .... An 

zu bestinunen. Da wir später noch eine ähnliche Aufgab« zu behaBdeln 
haben werden, so schalten wir hier die Losung des folgenden etwas 
allgemeineren Problemes ein: 

„Seien ki , k^ , k^ , .... kn bekannte, Xi , x^ , x^ , ...,Xn un- 
bekannte Grossen und zwischen beiden die Gleichungen gegeben: 
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^= 


ar, 






A= 


=1^ 


+^« 




r^ 


^= 


1.2+1 


+ar8 


k, 


\ 


a;. 


. •''■« . *3 . 



(6) 



1.2....«"1 (n-l)"*"l.2....(n-2) + - -^ 1 '*"^" 

man soll hieraus die Unbekanoten eliminiren. '' 

Wollte man irgend eine der Unbekannten ^ etwa Xp^ wo p eine 
der Zahlen 1, 2,...n ist, bestimmen, so konnte man hierzu folgenden 
Weg einschlagen : Man schreibe die p Gleichungen hin : 

^1 _ 



f = -, 



1 .2""1 



^^+^2 



1.2.3""1-2^1 + "^^ 



kp „ ^1 I ^g I -L^fc^J-^ 

1.2.../>""1.2...(p— l)^1.2..,(p-2)^ ••^"T"^^ 

dann kommt .rp nur in der letzten vor; snbstituirt man also jede Glei- 
chung in die nächstfolgende, so muss man zuletzt acp erhalten. Um 
jedoch den mit diesem Veriahreii nothwendig v^rbandeneD Umständ- 
lichkeiten zu entgehen, wollen wir eine andere viel expeditiyere Me- 
thode anwenden. Wir multipliziren nämlich die erste ,^ zvveite, dritte 
Gleichung u. s. f. mit den correspondirenden Faktoren : 

Pi Pa P9 Pp-1 ^ 

2.3. ..p' 3.4. ..p' 4.5...p' •••• "7"' ^^' 

und nehme» hierauf Alles mit wechselnden Vorzeichen zusammen ; es 
ergiebt sich so 
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1 2.3.../> 1.23.4..,3»^1.2.3 4.5. ..p 

— ar J_a___l__£2_+ i Ps 
~^«2.3...p 13.4. ../>^i. 24.5.../» " 



(7) 



_ ■- » Pä 1 Ps , 1 P4 J 

*?3.4...p 14.5...j»+1.25,6...p •'s 
+ »?4.5...p 15.6...p^l.26.7...p » 

Sämmtliche hier vorkommende HorizoDtalreihen stehen unter folgender 
allgemeinen Form: 

^ '^ ""'Uq + D'-P 1(9 + 2). ..p+1. 2(9+3).. .p •"$ 
in welcher q eine ganze positive Zahl bedeutet , und gehen daraus her- 
vor^ wenn man q nach einander = 1> 2,..,p setzt. Diese allgemeine 
Reihe ist auch gleich der folgenden: 

(-1)»+^ •■'9 i„„-9±l„.. (y + l)(g+2) . 

Bemerkt man, dass 

ist« so geht dieselbe über in 

(^+i)...p ^* nr-+ TT •••^ 

Die eingeklammerte Reihe ist aber die der Binomialkoeffizienten des 
Exponenten p — q, nämlich 

und ihre Summe ist bekanntlich Null, sobald p — q selbst nicht Null, 
also q von p verschieden ist , dagegen der Einheit gleich , sobald q=p» 
weil sich dann die Reihe auf ihr erstes Glied reduzirt. Es verschwin- 
den also in der Gleichung (7) alle diejenigen Horizontalreihen, in wel- 
chen die Indices von x kleiner als p sind, und es bleibt nur ein ein- 
ziges Glied stehen, nämlich das letzte. Dsl pp = 1, so folgt nun 
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wofür man auch bei umgekehrter Anordnung der Reihe unter der Be- 
merkung, das# pp^^I , pp—i = pi , Pp-^ = p2 ^^' ^st, schreiben kann 

womit der Werth irgend einer Unbekannten gefunden ist Die n Un- 
bekannten , welche den n Gleichungen sub no. (6) genfigen » erhält man 
folglich , wenn man in einer der Formeln (8) oder (9) für p der Reihe 
nach 1, 2, 3^...n setzt. 

Nach dieser Digression kehren wir wieder zu der Aufgabe zurück, 
aus den Gleichungen unter no. (5) die Werthe der n mit A bezeich- 
neten CoefG«iept|»o zu bestimmen* Dieselbe ist nur derjeaigi» spezi«tUe 
unseres so eben behandelten allgemeineren Probiemes , in welchem man 
überhaupt 

n n 

^ = [P^] , «p = ^f 

setzt, woraus sich nach den Formeln (8) und (9^ ergiebt 

n f~l\P+* n n n 

"*' = O^'''» W-ParSÄ) + P3[3i] - .... 1 (10) 
oder 

Will man statt der Symbole [k] , [2A],...[p^=lAl * IP^] W«*»«»" ß»n<>- 
mialkoefBzienteo sehen , was für die ' numerische Rechnung desswegen 
bequemer ist, weil man für die Binomialkoefficienten Tafeln besitzt, so 
bemerke man, dass überhaupt 

n 

[($] = |x(fi-^l),...(fi — n-f l) = 1.2.3...n.ftfi 
ist 9 woraus folgt 

Ä, = t^^^^li^tpi i„-pa(2A)„ + /^(3i)«- ....1 02) 
oder 

Für die hierdurch bestimmten ^Verthe der Grossen 

n n n 

-»1 9 -«2 f • • • ■«• 
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ist nun nach no. (1) 

D^n^) = (14) 

womit unser Problem gelost ist. 

Wählt man die Funktion f »o^ dass man die derivirten Funktio- 
nen r (y) 3 /"(y) > •••• /^"Ky)» mithin auch fia^) , ^ (a:^),.../X«).r(^) 
unmittelbar angeben kann, so gelangt man mittelst der obigen Re- 
lationen immer zu Tollig entwickelten Formeln. 

§18. 
Beigpiele für das allgemeine Theorem im vorigen Paragraphen. 

Für die Anwendungen des Theoremes (14) im vorigen Paragraphen 

n 

ist es bequem 9 eine kleine Umänderung hinsichflich des Ap vorzuneh- 
men. Setzt man nämlich 



Ep=-[pX]^Pi[p-n]+p^[p-2X]-^... (1) 

oder 

Ep=1.2...n{(pk)n-pi(p^X)n + p^i(p^2X)n-...} (2) 
so wird 

n 1 " 

nnd folglich 



••+r:o::^^"^V<"'(^). 



(3) 



Ais Beispiele sind folgende Annahmen von Interesse. 
I. Es sei f(y) = (a+y)f» folglich 

SO findet man 



und 



— L_F f^)(rh Kf*-l).>>(f*-P+l) («üV 
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j-^ E^^fiP^ (a^)=(a +^>«^ (-^y, 

folglich 

D^(a+x^y= (4) 

ein durch seine Eleganz bemerkenswerthes Resultat 
11, FuT f(y)^e9 wird auch 



mithin 



in. Wenn /*(^).— /(a+y) genonunen wird, ergiebt sich 



folglich 



^''«=i^fer^>(-«-. 






und hiernach wird 

IV. Man kann aus den hier entwickelten Formeln auch leicht 

n n 

Eigenschaften der Coeffizlenten E^ , E^ etc. ableiten, sobald man die 
Funktion / so weit spezialisirt, dass sich der Werth von D^f{a^) auf 
der linken Seite ganz tmmittelbar angeben lässt. Diess ist z. B. in 
Formel (4) für a=0 der Fall; dann steht auf der linken Seite: 

D^x^f*=i Afi (Afi — 1) . . . (Afi— w+1) T^-f*-^ , 

worauf nach beiderseitiger Hebung mit .r^/*-« die Relation folgt: 

^^(A(Aft — !)...( A|[i—w+l) 

«II n n f (7) 
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Ebenso leicht erhält man aus do. (6) für a=0 die Gleichung 

(— .l)n^U. 1.2.3... (n—l) 



In In In 1«V /A\ 

die man auch dadurch aus der Relation (7) ableiten kann, das« man 
beiderseits mit fi dividirt und darauf zur Gränze für unbegränzt abneh- 
mende fi übergeht. 

V« Noch haben wir zu erwähoeo, dass die Formel (4) einer 
Transformation fähig ist, trodurch sie in eine für den praktischen Ge- 
brauch oft bequemere Gestalt übergeführt wird. Diese Umformung be- 
ruht hauptsächlich auf dem folgenden Satze : wenn für ein ganzes po- 
sitives 5 der Ausdruck 

1.2.3. ..5 

wie bisher immer mit fi« bezeichnet wird , so lässt sich für ein jganzes 
positives v aber völlig beliebige a und ß die Summe der Reihe 

a^ßo + ay^ ßi + cfv_a/^2 + - • •+«! ßv-\ -i-ccoßp (9) 

wieder durch eine Grosse der obigen Form ausdrücken. Zunächst be- 
achte man nämlich folgende identische Gleichungen 

a-j-ß — v a — V ß 
v+1 "v+l+v+l 

a — V — 1 ß — 1 
"" v + 1 ■*" v+1 

_ c-~'v^2 /?— 2 
""• v + 1 +V+1 



■1 ^t^' 



~v+l"*" v + 1 

— V— 1 ^v+l 

und multiplizire nun die Reihe in (9), deren Summe yv heissen möge, 
mit der Grösse — — ri — » wobei man im ersten Gliede die erste Form 

V -f- L 

dieses Quotienten, im zweiten Gliede die zweite Form u. s. f. anwen- 
det. Man erhält so 

7* 
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« — V— 1 „ ./'""*„ Ä 

+ -JT+T" ""-» '^' + m3 ""' ^* 

g — V— 2 , . <?— 1„ o 
+ -^;q7j- «V-« ?a + ;r+l *"^ P« 

a — 1 . . ß—v — 1 a 

Nach der Definition von ft« ist aber 

J:^^. = ^,+, oder (ft— »)/*.= («+l)f*«li 

und diese Formel kann man hier in jedem Glied« anwenden, in der 
«8ten Colonne nämiieh der Reihe nach fär /t=«, «=v, v— 1, v— 2, ..1,0 
und In der zweiten für ^=^, *=0, 1, 2, ... v. So erhält man 

a+ß — * o • 1 o 

+ ^ «" A + ^"^-^ ^ 



+ ::zür«a/*»'-i+;ir7 «>!''' 



und wenn man die Glieder mit gleichen Faktoren vereinigt 

c + ß-v , 

= ««»+1 ^0 + «•' A + «»"-l /*« + ••+ "l '''' + "0 Z*"-! • 

Die Reihe auf der rechten Seite unterscheidet sich aber von der in 
no. (9) nur dadurch, dass hier v + 1 steht, wo dort v; ihre Summe 
muas demnaiCh mit y^i bezeichnet werden, »o dass jetzt 

a+ß-v 

rHi= T+T"^'' 
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ist. Schreibt mao für v der Reihe nach 0, 1» 2, ... v^t, so erhält 
man die folgenden Relationen 

a + ß 

73=— 3— y2 



a+/3— V— 1 

yy= yy__i 

und durch Multiplikation aller dieser Gleichungen nach Hebung von 

nya-yv-i 

a + ß cc + ß —i «+<?— 2 c + /?-^1ir 

/•'= -i — 2 3 - i; y»- 

Nun reduzirt sich aber die Reihe (9) fSr v=:0 auf ihr erstes Glied 
aQßQ = l, mithin ist 70 =1 und somit 71; bestimmt. Da diese Faktoren^ 
folge offenbar nach der Analogie von |k« mit (a+ß)^ bezeichnet werden 
kann 9 so ergiebt sich jetzt das sehr wichtige Theorem 

ovßo +«»'-1 ßi +«i^aÄ + ••+«! ßp-^ +^ßv 

=(« + l8V- (10). 

Dasselbe lässt sich noch in einer et^vas anderen Gestalt darstellen, 
wenn man a negativ nimmt und bemerkt, dass überhaupt immer 



(—N—i—iy 1.2.3...« 



=<- » )• i.i.3..., ;— — 

oder 

ist. Man erhält nämlich 



oder weil (— a+i3)v=(—a—|5)v=:(— !)*'(«- |5+v—l)i; ist, wenn man beii 
derseits a-fl fiir tx setzt. 
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= («-^/3+v)v (11) 

und von diesem Satze werden wir dud sogleich Gebrauch machen. 

Der Zweck der Transformation , weiche wir mit der Gleichung 
(4) vornehmen wollen, besteht darin, alle Grossen, welche auf der 
rechten Seite vorkommen, über gleichen Nenner zu bringen, so dass 
innerhalb der Parenthese nur eine nach Potenzen von 3^ fortschrei- 
tende Reihe übrig bleibt. Wir stellen daher die Gleichung selbst in 
folgende Form: 

D^ia\a?Y (12) 

+f*3^a:3^(a+ar^)«-8+*,.+^l;„ar«^ ) 

und entwickeln die einzelnen Potenzen mit Hülfe des binomischen 
Satzes. Die Reihe innerhalb der Parenthese wird dann gleich 

V^iik [(w— t)o«"-^^^ + (« — l)i a»-aara^+(fi— l)«««~9ara^ + . . .] 

+ f*4 4 [{w— 2)o fl»-«^«^ ^ (w— 2)i a^-^x^ + . . . ] 

+^^3[(«-2)oa«^3^3A + .,.] 

+ 

Nimmt man alle Glieder in vertikaler Richtung zusammen, so kann 
man dieselben in- folgende Form bringen : 

wobei zur Abkürzung gesetzt worden ist: 

n n ' 

G^=Hk (n-l),+Ka^(ll-2^ 

4 =f44(«~l)»+H«4(« -2)1+^8^ (« -3)o 
u. s. f. 

Nach Nr. (12) haben wir nun 



3^ 



Digitized by VjOOQIC 



84 

Die mit G bezeichneten CoefBzienten können übrigens in einer 
kürzeren Form dargestellt werden ; nach den vorhergehenden Gleichun- 
gen hat man nämlich für ein ganzes positives p: 

n n n n 

Gp = fh ^1 («— l)p-i + f«2 ^ (n— 2)|^-2+ 113 E^ (n-3)p--3 + .... , 
wobei man die Reihe nur soweit fortzusetzen braucht , bis sie von selbst 
abbricht, was mit dem Gliede (n^p)p^p der Fall ist. Schreibt man 
die Reihe in umgekehrter Ordnung > so wird 

n n n n 

Gp = fip£|i (n— p)o + fiai-i Ep^x (n--p+l)i + fip-« Ep-^ («-p+2)2+ ..., 
und wenn man für die mit E bezeichneten Grossen ihre Werthe setzt: 

. n 

f*P (« — p)o{;?o [p^] —/^i [^^^] +p« [j»^^] — •••• ) 

+ 1^^ (n-iö+2)2 { (iö^2)o [ j^:r2Af - .... ) 

+ 

Addirt man hier in vertikaler Richtung und setzt zur Abkürzung: 

5^0— f*i»(«— p)o/'o 

9i = Ct-1 (w-:P+1)i (i»— 1)o — ^ (n'-'p)QPi 

9a=^+2(«— P+2)a(p— 2)o— fip--i r«-i»+l)i (p— l)i +f^(n-^)oP2 . 

u. s. f., 
so ist 

Gp=go [pA+ffi [P=7^] +^2 b==2X] + (14) 

Die mit g bezeichneten Grossen stehen hierbei unter der aUge« 
meinen Form 

5ry=fip-y(n— p+v)y(p— v)o — |Mj»-r+i (n—p+v-'l)v^i (/?— v+l)i 
+ ^*P-v+«(»— P+i*— 2jy^2(|»— 1^+2)2— ...* 

Drückt man hier (ip^p^i , f^~r-f2 ®^<^' durch (ip^y aus, indem 

_ (i^p + v 

etc. 
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ist und setet für (p — v+l)i , (|>— v+2)« etc. ihre Werthe, so erhalt 
man sehr leicht: 

+ (n— />+v— 2)y-a (fi— |?+v)a — .... U 
d. i. nach Formel (U) für 

a = n—p , /J = |ü— p+v, 

Demgemäss geht die Gleichung (14) über in 

Gp = (w-^)ü fi/. [pA] + (»-fi)i fip-i [p^^] 

+ (n-^)s, fi,,-^[^;=2A] + .... (15) 

n n 

und für die so bestimmten Werthe von Gi , G^ etc. haben wir, wie 
schon früher 

D^ia+x^y (16) 

^ ('^+^^^ ^Q^^n-ij;l^G2an-^x^+....+ Gna0a:n^\ 
und bierin eine ebenso elegante als brauchbare Formel. 

§19. 

Reduktion des attgem?inen Theoremes in §. 17. fiir einige 

spezielle Fälle. 

Es giebt einige besondere Werthe von k, für welche sich die Reihe 

/?l^n — P2(2X)n + /?3(3A)„ — .... (1) 

n 

die zur Bestimmung des Coeffizienten ^p dient, summiren lässt, wodurch 
sich dann eben so viel spezielle, aber wesentlich einfachere Formeln 
für D^f{x^) ergeben. Es würde aber zu weit führen, hier die Summi- 
rung der Reihe (1) in den besonderen Fällen vollständig zu entwickeln, 
da dieselbe oft auf sehr fern liegenden Eigenschaften der Binomial- 
koeffizienten ganzer , gebrochener und negativer Exponenten beruht und 
es wird dagegen die Mittheilung der Resultate genügen, sobald man 
den Nachweis hinzuliefert, dass dieselben in der^ That richtig sind. 
Zu einer Controle über Angaben der Art kann man aber sehr leicht 
gelangen, wenn oian swei auf einander folgende Differenzialqaotienten» 
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etwa I>f(ß^) und D^^f{x^) betrachtet^ wobei es jedoch vortheiÜiaft 
ist, die Reihe in No. (24) §. 17. in umgekehrter Ordnung därziisteiren. 
Dann wäre also 

/>»Aj^)- (2) 

und ganz entsprechend 

Dn^Y(^^)= (3) 

Andererseits entspringt D^^^f(x^) aus D^f(x^) durch Differen- 
ziation des letzteren Ausdrucks und folglich müss auch der Differen- 
zialquotient der Gleichung (2) mit Nr. (3) identisch sein. Jenen üiler 
renzialquotienten findet man aber sehr leicht, wenn man die; Dfvjjsi9^. 
mit x^ gliedweis ausführt und darauf j^des einzelne Glied nach der 
Formel för die Differenziation der Produkte differenzirt; es ergiebt 
sich so: 

+ . . . . :S 

d.i., wenn man die Glieder mit gleichen Faktoren zusammenninunt, 

+[(;i^X-«)i,.-i + AJ(„^]:i:(«-i)^/t«r-i)(;i:A)^. ..I 
mit Nr. (3) verglichen giebt diess 

n+l n 

n+ 1 n n 

An = (nX — n) An-i- XAn—i 

n+l n n 

An— 1 = (n — 1 A— w) i4ii_i + XAw2 



und überhaupt n-enn q eine ganze positive Zahl bezeichnet 
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«+1 n n 

Anr-q= (n^qk—n) An-^ + lAn^^ i (4) 

Hietin spricht sich ganz aUgemein das Gesetz aus, nach welchem 
die Coeffizienten der Ordnung n-f 1 aus denen der Ordnung n zu- 
sammenzusetzen und diese Relation (sogen. Rekursionsformel) bildet 
zugleich den Probirstein für einen etwaigen kfirzeren Ausdruck des 

n n 

Coeffizienten Ap oder An^q, den man durch Summirung der Reihe (1) 
gefunden haben konnte. Die speziellen Fälle nun, in denen es glückte 
die Reihe in (1) zu summiren^ sind il:=— 1, k = 2, k=i; es fand 
sich nämlich 

I. Für X= — 1 

=(^l)«(«-l)(ii-2)....(^+l)/,.n,, 
mithin 

X-,=(-l)«(«-.l)(ii--2)...(n-9) .n„ (5) 

wenn man nämlich berücksichtigt» dass immer nn^^-=^nq ist. Die Glei- 
chung (2) nimmt jetzt folgende Gestalt an : 

_^ (.-i)(n-2).^3.2.1..^,^ ^l^ (6) 

und dass dieselbe richtig ist, kann man nun leicht mit Hülfe der For- 
mel (4) sehen. Es ist jetzt nämlich für A=:— l und nach Nr. (5) 

"i^,=(- DH-i { (2n- q) (n-l)(n -2) ... («-^) .n,+(«-.l) («-2)... 

=(-_l)«+i(n-l)(n^2)...(n-y)|(2w--7)n,+(w-y-l)n,+i! 
und weil ng4-i=: , 7 «^ ist: 

"51-5= (- 1)"+' (n-l)(«-2)...(n-^) .n, { (2n-^)+ (n-^-l) ^ ), 
dabei redozirt skh der Inhalt der Parantbese auf 

wHn y^(n+l) 
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und folglich wird 

»+ 1 ' « -f- 1 

= H 1)«+1«(«-1) ... («-9) . («+l)g+i 

oder ^—1 an die Stelle von q geset^ 

"5^^, = (-.l)«+in(«-.l)...(«-^+l).(n + l), 

und dies ist allerdings dasselbe, was man aus no. (5) durch Vertau- 
schung von n gegen n-f 1 erhält; die Gleichung (6) gilt demnach für 
den (n-|~l)ten Differeozialquotieuten , wenn sie für den nten richtig war. 

l 11 

Nun giebt sie aber für «=1 das richtige Resultat Z>/'(-)=:—-^(-) 

und folglich ist sie auch für n=:2, 3, 4 etc. gültig. Als Beispiel mag 
die Annahme f(y)=e'^ dienen, weiche die Gleichung liefert: 

a 

(—1)» />««'= (7) 

II. Für X=2 fand man 

*• 1.2...fi.^A _ 

folglich 

^„-5 = 2»-29 n (n— 1) («—2) .... («-^+1) . («— ^), , 
oder wegen des Werthes von (n-^q)q: 

^.^^ n(.-l)(n-2^..(n- Ml)2^.., (gj 



Die Gleichnng (2) geht jetzt -io die folgende fiber: 



(9) 



von deren Richtigkeit man sich wieder sehr leicht mit Hülfe der Re- 
kursionsformei (4) überzeugen kann. Es ist nämlich für iL =2 und 
wegen der Gleichung (8) nach no. (4): 
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A„-^n-£q) 1.2... 9 ^P^-f+z 1.2,..(y + l) ^ 

— «(w— 1) (» — 2) . . . (n— 2y) g^j^, . g . «-2y — 1 j 
1.2.. .y ? + l 

d. i. weil der Inhalt der Klammer =— ^ ist 

q+l 

"t' _ (n + l)>i(>t-l)...(n-2») ^ 
^"-«— 1.2... (7+1) - 

und ebenso wäre der vorhergehende CoefBzieot 

"i* (« + l)«(»-l)...(n-2y + 2) a^^.. 
^»-<+» = 1.2.3.. .y —>-»•+» 

und diess \si mit dem ideotiseh , was man aas der Gleichung (8) er- 
hält , wenn man darin n -f 1 für n setzt. Die Gleichung (9) gilt also 
vom nten Differenzialquotienten weiter auf den (n-^l)ten4 folglich all- 
gemein » weil sie für n=:l das richtige Resultat Df{x^)=z'ixf' {afi) 
liefert. 

Die Gleichung (9) hat man übrigens häufig anzuwenden Gelegen- 
heit ^ da man bei vielen analytischen Untersuchungen in den Fall kommt, 
Funktionen von x^ differenziren zu müssen. Für f(y) s: e^ hat man 
sehr einfach 

Z>»c«*' = (10) 

Ebenso leicht findet man aus der Annahme 

ny) = (i+%r 

die folgende Gleichnng 

l>»(i+*««)^ = 

(l + Äa:«>*-» IM *"(2a')" + ^i^pil [Jl] A»-i(2x)»-« (1 + luc*f 
n(n — 1) (» — 2) (n — 3) «-« 

n 

oder auch nach Absonderung des Faktors [f/i] 
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z>»(H-*««y = (11) 

+ 1.2.(^-n+l)(,»-« + 2)^ ^^^ (1 + to) +...] 
Als specielle Fälle sind noch vod loteresse die Annahmen fi=: — 1 

und f» =: n -|- ö- I^i® erste gieht 

/)»(l+Aa:*)-i = 

(-l)«I.2...n(l+ifcr«)-(*»-»'l*"(2ar)» - ^:jl?A'»-»(2j:)^«(l + *;r«) 

d. i. wenD wir zur Abkdrznng Binamialkoeffizieiiten «infiihrea 

(,!)./>» (y^^)= (12) 

*''^ •■• •" {«0 *"(2«)"— (n-l)i *»-^ (2a:)— «(I +*:c«) 



(1 -f >la;*)"+^ 

+ (n-2), A"-«(2a-)»-*(l + Ä-T*)»- .. . I 

Für |»^n-|-5- Dimmt die allgemeine Form der in der Reihe (11) vor- 
kommenden Coefficienten nämlich 

n(« — l)(«-2)...(n-2y+l) 

1.2...».(f»-» + l)(ft— n+2)...(^-« + flr) 
die folgende Gestalt an : 

n(w— l)(n— 2)...(«— 2y41) 

*'^"*-«'-2ä 2 •" ~T~ 
oder wenn man Zähler und Nenner mit 2*f multiplicirt 

W(«~l)(« — 2)..,(l»— 2»+l) aa. 

2.4.6...(29).3.5,7...(2y+l) * 
Nun ist aber der Binomialkoefifizient 



. j. _ (»i-H)n(«-l)...(n-2y+l) 
(n+l)«rt-i 1.2.3.4...(2<,+1) ' 

ftQch gleich 
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.(2^+1) 

folglich unser obiger Ausdruck auch gleich 

2^ 
n + 
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Hiernach erhalten wtr aus der GleieboDg (11) die folgende: 
hM^:^LtlL(i+k^2)i t(n|l), A-jcn+in+D.ki'ia^^l+ks^ 

Setzt man noch Ar = — 1 und n — I för n, so lässt sich die auf der 
rechten Seite der entspringenden Gleichung: 

(->l)«1.3. 5...(2w— 1) , ^, ..r^ 5- ^^^An 5' 

^^ — ^ ^ ^^ ^{«iJ^'^^Vl — a?* — »i9«^»Vl— ^* 

stehende Reihe leicht summiren. Wir haben nämlich in der Einleitung 
den goniometrischen Satz kennen gelernt: 

sin nu=ni cos"—^ ti sin tc— ng cos»— ' m sin ^u 

+ «5 cos»-*iisin *a — • . . . , 

welcher sich für coautzzx, also slnu = V^l — or^ und te :^ Arccos ;r 
auch in folgender Form aussprechen lisst 

sin(nArccosar) = iiijr«-^ V^l — a:^ — w^x*— ^Vl — o?* 

und so die Summe der oben vorkommenden Reihe liefert. Es ergiebt 
sich demnach 

/>n-i(i-^)».^4== (-'l)"l'3.^5...(2n-I) g|„(„Arccos:r) (13) 

ein zuerst von Jacobi aufgestelltes sehr elegantes Theorem. 
111. Fflr >t = I ergab sich 



oder 



^ ^ ' 1.2...» n2**-i» 



A, = (_1)-P(„_1) („_2) ... p . ^^" .jLp'^" ^ 
und folglich 

und da der BinomialkoefBzient 
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Ist, ' 

^»-»- -^J 2.4.6.. .(2y) -^ ^**^ 

und somit bekommen wir aus der Formel (2) die folgende 

(n-H)w(«-l)(n-2) /t"-*)(V ^) 1 

Für die Richtigkeit dieses Theoremes wird uns nun wieder die 
in (4) aufgestellte Relation als Controle dienen. Es ergiebt sich näm- 
lich aus derselben nach no. (14) 

«+i _ n + q (—1)5 (n-^q— l)(w +y — 2 ) . . . (n^q) 
^«-« — 2 1^~' 2.4.6. ..(2y) 

^2' 2» ' 2-4.6. ..(2^ + 2) 

_ (-l)g+i (w+y)(n + y— l)...(n— y) .. . «n£zi » 
— — 2S+1 2.4.6... (2<7) ^* "*" 2^ + 2 ^ 

"" 2»H^i • 2.4.6...(2y + 2) 

Ebenso wäre g^^i fui q gesetzt 

^«-g+i - 2»+i 2.4. 6.. .(2g) ' 

Das Nämliche würde man aber auch aus no. (14) erhalten « wenn man 
daselbst ra-f 1 an die Stelle von n setzte. Die Gleichung (15) gilt dem- 
nach von n auf n + 1 und da sie für nzizi das richtige Resultat 

Df[yic)= r—f (Vlc) liefert, so folgt daraus ihre Allgemeingültigkeit. 

2V iP 

Für f(y) = (1 -f kyy* erhält man z. B. aus ihr nach einiger Reduktion 

(w+l)«(«-l)(«-2) / l + AV^ x» ( 

+ 2.4. (^-«+1) (ft-n +2) \~kVT' )~" ) 
und nocb spezieller für ^=2n — 1 
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(i«~1)(«-2) /H-AV;»\« 1 
wobei die Summe der eingeklammerten Reihe 

_/ 1 + kVä y-^ (k V^— 1 \»-i 
~V ik^/lc ) ~\ -JÄV^ ) 

ist. So findet man nun sehr leicht 

und wenn man ber&cksichtigt, dass 

n (w41)...C2it— 1) _ 1.2.3...(2«— 1) 

2»-» ~1.2.3...(n-l).2^i 

_ 1.2.3...(2»i- l) , „ - ., ,, 
- 2.4.6...(2n~2) =*-^'^-<^-*> 

ist, so wird endlich 

Die Annahme /(^) = e^ bildet ein zweites Beispiel ; man findet ohne 
Schwierigkeit 

( « V (i-"("-^> ' ,(«+l)n(n -l)(«-2)/ 1 y > v-j 



§20. 
Independente Bestimmung von Di^fie*). 

Durch ein Verfahren, welches dem in $. 17 angewendeten völlig 
analog ist, lassen sich auch leicht die Gesetze entdecken , nach welchen 
sich die höheren Differenzialquotienten von f{e*) bilden. Zuvörderst 
nämlich findet man leicht durch successive Differenziation : 

Df{e')=e'f(e') 
DY{e')z=:e'f(e*) +e^f"(e') 

D*f(e')—e'f(e')+7^f^(e') + 9e^*r(e')+^f^^(e') u. s, f. 
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Die allgemeine Fona, unter welcher alle diese Gleichungen stehen, ist 

n ^ n n n f (^) 

Ai e^f {e^)\A^e^f\e^) + A^e^f"(e^) + . .. + i4„ c«*/'(») {^\ ) 
in welcher wieder 

n n n n 

A.\ , ^2 y -"3 , . » . . An 

gewisse CoeflizieDten bedeuten , deren Bildungsgei^^tz wir zu erforschen 
suchen müssen. 

Aus dem Verlaufe der oben entwickelten Gleichungen geht nun 
hervor, dass diese Coeflizienten wohl vom Ordnungsexponenten n und 
ihrem Index, aber nicht von der Natur der Funktion /* abhängen, dass 
es folglich zur allgemeinen ßestimmung ihrer Werthe hinreicht, die- 
selben für irgend eine spezielle Funktion / auszumitteln. Hierzu dient 
uns die Substitution 

aus welcher für ein ganzes positives p folgt • 

/•(p)(3^) = «(n-l)(«-2)...(w-;? + l)(l+y)«-P 
folglich 

f^) («*) = [n] (1 + e')«^P 

und also nach dem Theoreme in (1) 

/>«(l + e^)"= (2) 

Ai [n] e' (1 + e*)"- * + A^ [n] e^ (1 + e^)^-^ + ^3 [w] e^* (1 + c^)«-'» + . . . 

. . . + An-i [wj e(«-^)^ (1 + e') + An [».] e^^ . 
Andererseits hat man 

und nach der Formel 
auch 

'Vergleichen wir diess mit no. (2) und setzen zur Abkürzung e' = ty, 

so ist 

l"«iy+2"w2y^+3»W8y' + ... +«"wn.y" 

8 
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und durch Umiv»iidlBiig der Potenaen (1 +3f)»-» , (1 +3f)«-* *tc. in 
Reihen « « 

+ 

Damit diese Gleichung für alle möglichen Werthe von y bestehe, ist 
es nothwendig, dass die Coeffizienten gleicher Potenzen von y einan- 
der gleich seien ; aus dieser Bemerkung fliessen folgende Gleichungen : 

n 1 

l^m = Ai[n\ 

2»»a = J}i[»l(n— l)i + AlA 

3»«3 = Am (»«-*)« + ^"«[»JC»»— 2)i + Az[n] 

4»M4 = .3,f«i(w — 1)3 + ^2W(« — 2)a + ^3W(W — 3), + ^4[wf 

n««» = ii M (w— t)„-i + i2[w] («— 2)„-2 + ^3 [n] («— 3)„_3 + ... + ^[n] 

Setzt man fSr [n] , [wl , [w] etc. ihre Werthe w ,«(« — !) , «(«-^1) 

/^ ^2) etc. und ebenso die Werthe der Binomialkoeffizienten hin« so 

erkennt man, dass die erste Gleichung sich durch n aufdividiren iässt^ 
die zweite durch n(« — 1), die dritte durch «(n — 1)(«— 2) etc., die 
letzte durch n(w — 1). . .2.1. Nach Ausführung dieser Divisionen neh- 
men die obigen Gleichungen folgende Form an : 

172 ""T^ + -^2 
3« 1 r . 1 ? . ; 

iin ^nl«!" ** 



n 1 " 1 " 1" " 

1.2...« 1.2.,.(w — 1) i.z...(« — ^; 1 
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Vergleicht man diese Relationen mit den Gleichungen unter no. (6) in 
§ 17, 60 erkennt man sogleich, dass man es nur mit einem speziellen 
Falle derselben zu thun hat, in welchem für ein ganzes positives », 

n 

^P = jp" , a?p = Ap 

ist. Da nutt aus den Gleichungen (6) in § 17 für Xp der unter no. (8) 
oder (9) verzeichnete Werth folgt, so ist in unserem Falle 

^P = 1.2...;? ' ^"''^ ^ ^^* + *"^* — " • ± /»"/'p } (3) 
oder 

^p=ij-::^^p'-^-^^''f^+(p-'^^'pi - (j»-3)"wi + ... } (4) 

und für die hierdurch bestimmteD Wertbe der Coeffizienten gilt aun die 
Gleichung 

Ae'f'ie*) + Xe^f"{e') + A^e^f^ie*) + ... + i„ «»'/•(«) («*). 
Fär die Anwendung derselben auf spezielle Fälle ist es bequemer, die- 
ses Theorem in etwas anderer Form auszusprechen. Setzt man nämlich 

Kf = ;,» — (p — l)"p, + (p— 2)«pj — (p_.3)»;»3+... (6) 
so ist auch D^f(e*) = 

j-Ä,e'/-'(e')+j^4«*'r(C) + OTäi^a «TC«') + ••. y ^ 

•••+ 1.2.3.. .« ^"'''"^^'•H«»-) 

Passende Beispiele zu diesem Theoreme bilden folgende Sub- 
stitutionen : 

1. f{^) = (a + y)i", wofür man erhält 
j-^-3— ^Äp6P*/Ti»)(e')- 1.2.3...^ KpeP^(a + e-)f*-p 

und folglich 

n^Ca-i-fr = (8) 

also z. B. für fi = — ^ 

Digitized by VjOOQ IC 



97 






' .: 



^A^j^'^^iVa+e*,/ 2.4 *aU+eV 2.4.6 *»U+cV '" 
+ ( t),_.1. 3.5...C2«-l) » /_e^ V . 
•••+^ *^ 2.4. 6. ..(i») '^"VaW ' 

nnd für ^ '=■ — 1> 

II. Für fiy) = l(a^y) findet man 
folglich nach no. (7) 

III. Die in (8) und (11) entuickelten Formeln können seihst wie- 

n n 

der zur EDideckang von Eigenschaften Aet CoeffiEtenten Ki » K^ etc. 
henutzt werden, wenn man die willkübrllche Constante 0=0 setzt. Man 
hat dann auf der linken Seite von (8) 

und pach beiderseitiger Hebung mit e/^. 



n n 



^« = ft^Äi + fi^K, + ^Jf3 + ... + ^„JSr„ (12) 

was eine sehr bemerkenswerthe für jedes (i geltende Relation ist. 
Substituirt man ^ür fi^ , (i^ ftn ihre Werthe 

/* filüZ:^) f^(n^'-i)(f^- 2) 

fuhrt die angedeuteten Multiplikationen aus und ordnet in (12) Alles 
nach Potenzen von (i, so müssen die GoefBzienten gleicher Potenzen, 
von (i einander gleich sein. Da aber links nur |x" steht, so folgt. 
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dass die Coeflfizienten aller niedrigeren Potenzen von (i der Null gleich 
sind, der Coeflizient von (i dagegen der Einheit gleich ist. Nach die- 
ser Bemerkung ist z. B. der Coeffizient von ii\ 

in in In / Un—l n 

pÄi-2^2 + 3Jf3-..-+^— ~— ^n = 0,(n>l) (13) 

und der Coeflizient von (i^, 

1 



-Ä.= l 



1.2.3. 

n ^ 

oder vermöge des Werthes von Kn, 

l.2.3...n = n» — (n— l)««i + (n^2)^n2 — (« — 3)»«3 + ... (14) 

ein an sich sehr bemerkenswerther Satz. 

Nimmt man auch in der Formel (11) a=0, so kommt man auf 
das schon unter no. (13) gefundene Resultat. 

§ 21. 
Besondere Transformationen für i>"(a+^*)— ^ und D^{a-\-e')f*. . 

Man hat sich vielfach mit den höheren Differenzialquotienten der 

Funktion 

1_ 

beschäftigt 5 weil man aus ihnen die höheren Differenzialquotienten von 
tanor» coto*, secj; und cosec;r ableiten kann. Die Resultate, welche 
man bei diesen Untersuchungen bekommen hat, sind zum Theil formell 
sehr von einander verschieden > lassen sich jedoch sammt und sonders 
aus den im vorigen Paragraphen entwickelten Sätzen ableiten, welche 
man daher als ihre gemeinschaftliche Quelle ansehen kann. Wir wollen 
einige Transformationen dieser Art mittheilen, die den Zusammenhang 
der verschiedenen Formen für eine und die nämliche Sache aufdecken. 

I. Will man in der Formel (10) den gemeinschaftlichen Faktor 

1 

wegschaffen» um blos Potenzen von 
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silso eine Reihe von der Form 
zu sehen , so beachte man , dass 
ist, setze zur Abkürzung 

^=« w 

und multiplicire beiderseits mit — a, so wird 

...+(- i)'^i(Ä'„+ii,^,)tt«+(-i)«i„„«+i. 

Setzen wir kürzer 

-aD^(j^-p^=J,u^Xu*+J^u^-.... + ^^ (2) 

so ist durch VergJeichung mit dem Vorigen 

' n n n n n n n n 

n n n n n 

• ... t/n = An -f- iLn—i 9 Jn\\ — Äji 

oder überhaupt für ein ganzes positives p 

n n n 

Jp = Kp + Kp^i , 

n n 

wobei nao für pszl» £o=:0 und (Qt pz^n, £n-|-i =0 genommen wer- 

n n 

den muss. Aus den Werthen von Kp und Kp^i folgt leicht 
oder nach dem Satze von den Binomialkoeffizienten 

JOr— (p — l)r-i = (p — l)r, 

welchen man hier der Reihe nach für r=0» 1, 2> 3,.»» anzuwenden 
Gelegenheit bat: 
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^P=P"-(;>-l)»(p-l)i + (p-2)«(p-l)a-(;»-3)»(^-l), + ... (3) 

n n 

Für die hierdurch bestimmten Werthe der Coefifizientefi J19 J%9 ... 

n 

«..«^1 ist nun nach (2) und (1) 

Bemerkt man, dass 

_i 1^_1 e' 

ist, so bat man auch 

ein durch seine Eleganz bemerkenswerthes Resultat. 

II. Man kann zu der so eben entwickelten Gleichung auch noch 
auf anderem Wege gelangen. Man setze nämlich in der Gleichiiog (tl) 
n-|-l an die Stelle von n und bemerke für die linke Seite, dass 

/>Mi/(a + e') = />"[Z>/(a + c')] = /)«[^] 
ist ; man erhält dann : 

Aas der Vergleichang von (5) und (6) folgt jetzt ffir jedes positive 



ganze p 






P 

was vermöge der Werthe von Jp und Kp ein rein algebraischer Satz 
ist. Da sich derselbe auch direkt leicht beweisen lässt, so könnte 
man hiermit jede der Gleichungen (5) und (6) aus der jedesmaligen an* 
deren ableiten. 

Nimmt man in do. (5) x negativ, a = — i und bemerkt, dass 
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e-' _ 1 _ t 

— 1 + c-*""— ^ + 1"^ c' — l 

ist^ so ^it»iebt Wih leicht 

(-«)»ö»(^) (8) 

ein zuerst von Mi^lmsten gefiiodenes Resultat *). 

IIL Eine andere Transformation, welche man mit der allgemei- 
nen Gleichung 

vornehmen kann, hat zum Zweck, alle Grössen in der Paranthese rechts 
aaf glefcbeti Nenner zu bringen. Der nächste Schritt hierzu ist, die 
Gleichung selbst in Ibigeuder Form darzustellen: 

wo nun alle Potenzen in der Parenthese nach deren Binomialtheoreme 
zu entwickeln wären. Wir können uns aber diese Arbeit ersparen, 
wenn wir uns erinnern, dass wir eine ganz ähnliche Rechnung schon 
einmal in § 18. V. gemacht haben, als wir die Gleichung (12) daselbst 
transformirten. Bemerken wir nun , dass Das, was in no. (9) innerhalb 
der Parenthese steht, mit Dem conform ist, was dort in der Paren- 
these enthalten war, und dass Jenes aus Diesem abgeleitet werden 
kann, wenn man statt 

n n n 

setzt 



*) Archiv der Mathematik von Prof. Grunert Theil VI. S. 45. Um die 
Bezeichnung in Einklang zu bringen, niuss man statt 

n 
n , p , Jp 
schreiben : 

M'obei aber da« letzte Symbol etwas anbequera za fein scheint. 
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e* , Aj , Äj , A3 , . . . . 

so ergiebt sich auf der Stelle, dass der Inhalt der Parenthese in For- 
mel (9) sich folgendermassen darstellen lässt: 

»11 
vrorin Li , L^ etc. Coeffizienten bedeuten > die eben so aus den mit K 



bezeichneten Grossen gebildet sind, wie die Coeffizienten Gi , G^ etc. 
in der früheren 1 
Wir haben also 



in der früheren Untersuchung aus den mit E bezetcfanetea Ausdrücken. 



n n n 

Mach der so eben gemachten Bemerkung hinsichtlich der CoefTizienten 

fi 
L ist nun klar, dass irgend eine dieser Grossen etwa Lp sich von dem 

n 

früher entwickelten Gp nur um so viel unterscheiden kann, als die 

n 

Bestandtheile von Lp, nämlich 

tt it n 

Äi , A2 y A3 9 • t • • 

n 

von denen des Coeffizienten (7p d. h. 

n n n 

El 9 E^ 9 E^ 9 * ' ' 

abweichen. Nun ist aber 

n n n n 

^ = Po [pi] —Pi b— l i] +/'a [P-^^] — • • • 
^p=PoP"— Pi(p— l)"+P2(p-2)"— ••• 

n n 

und also unterscheidet sich Kp von Ep nur darin, dass an der Stelle von 

[pi],[^Uhb=2A],... 

die Potenzen 

p» , (p-l)» , (p— 2)», ... 

n n 

stehen. Daraus folgt, dass man auch Lp aus 6rp ableiten kann, wenn 
man in dem Werthe der letzteren Grösse die nämlichen Vertauschun- 
gen vornimmt. Demnach ist vermöge der Formel (15) in § 18 
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n n 

und für die so bestimmten Werthe von LifL^ etc. haben wir jetzt 

/>«(a+e'y* ) 

(11) 

Als spezieller Fall ist hier die Annahme fi= — 1 bemerkenswerth, weil 
man hier auf ein schon bekanntes ^ zuerst von Euier entwickeltes Re- 
sultat stusst« Es wird dann 

L^ = (-l)P { (n+I)o/i« - (n+ l)i (p~l)« + (n+l)a (p-2)« - . .. } 
und 



Setzt man aber blos 

Lp = (ii+l)oP« - (n+l)i (p-1)» + (n+l)« (p-2)« - .. (12) 
so ist 

^(S+P) (13) 

=^(54^?!^^ 
was mit der Eulerschen Formel übereinstimmt. 



$ 22. 

Höhere Differenzialquotienten solcher Ausdrücke^ welche aus go- 
niometrischen Funktionen zusammengesetzt sind. 

Die Aufgabe 9 die höheren Differenzialquotienten solcher Aus- 
drücke zu entwickeln^ welche aus goniometrischen Funktionen beste- 
hen ^ reduzirt sich im Allgemeinen immer auf die vorhin behandelte 
der Entwicklung von D^f{e^). Da nämlich für V"^ = i 

6** — er"*^ e^ + e~^^ 
smd;= 5^ , cos.r= 5 , 

so kann man jede Funktion von Sinus oder Cosinus auch als Funktion 
etner Exponenzialgrüsse ansehen und demnach die Lehren des § 20 
in Anwendung bringen. Das Technische dieses Verfahrens wird man 
leicht aus dem folgenden Beispiele ersehen. 
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Gesetzt man verlangte die independente Darstellang der höheren 
Differenzialquotienteu von den Funktionen 

o^-cos^ , sina: 

l+2acosa: + a^ l + 2acosa^+a^' 

so bemerke man , dass dieselben foigendermassen zerlegt werden können : 

a-f-6'0S3? 

l + 2acos^+«* 



und 



sin jr 
l+2acosar+«« 

_1 e^' — g-^' li 1 l^ 

^2i 1 + a (c*» + er^) +a* ^ 2t I n+e-^* a+ 6^* j 

woraus dann folgt: 

Es wird also blos darauf ankommen , die höheren Differenzialquotienteu 
der Funktionen 

und 



zu entwickeln. Hierzu bedienen wir uns des Satzes (4) in § (21), wel- 
chen wir unter der folgenden compendiosen Form darstelleo: 

^(^)=-l^-l)-^KÄ^y«^ = l'2,...n + l, (3) 

wobei das Zeichen £ bedeutet, dass aUe die für p=l, 2, ... n-f 1 
zum Vorschein kommenden Grossen addirt werden sollen» Setzen wir 
hier kad für o?, wobei izzzV^ — 1 ist, und bemerken, dass 



^c--j=i^l^^S?^ 






Ut, eo tritt kicb: an die Stelle von dx und folglich geht die linke 
Seite der Gleichung (3) über in 
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und die. CHeichiHi^ «elbst nimmt nach beidenseÜiger Mvltiplikation mit 
(ki)^ die Form an 

Diess lässt sieh noch folgendermassen umwandeln. Es ist 

_e*« 1 1 

a+6**' ae~*'' +1 1+a cos ka — ai Binkx ' 

Nehmen wir, mit g eine erst noch zu bestimmende Grosse und mit S 
einen noch unbestimmten spitzen Bogen bezeichnend, 1-f acos/:x=^cos6, 
a sin A:c = Q8\nS, woraus man 

p*= (1 + a 008 &r)* + (a sin Aar)* 

oder 

p=V^l+2ocosAa?+a« (5) 

und 

^ _ ft sin Aar ä a * «sin*:r ,^^ 

tan6=Tr — rri":;» ö=Arctan|-t j- (6) 

l-t-crcosA^o; l-t-acosA:ar ^ ^ 

erhält, so wird 

eh^i 1 cos 6 -ht sin 6 

«+ e*^* Q (cos 6 — t si n 6) p ' 

mithin 



/ g*«' \P _ cos jt>e + tsin/>6 



und folglich nach no. (4) 

Hier sind zwei Fälle zu unterscheiden, ob nämlich n gerade oder un- 

n 

gerade ist Im ersten ist t^=( — 1)^ und man hat folglich 
1). für gerade n 

im zweiten Falle ist i»=£"— ii = ( — l)~2"t und folglich 
2) für ungerade n 
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Nehmen \vh jetzt iit der Formel (7) ^ =—1, so wird A:"=:*fli ^«ü » 
als gerade vorau8gese(zt wird, und 

^=V l+2acosar+a*, 
welcher spezielle Werth von g mit v bezeichnet vverden möge , so dass 

i;=Vl+2acos:r+a2 (9) 

ist; zugleich wird 

asinar 
©= — Arctan ; 



l+aco&r 
oder^ wenn zur Abkürzung 

gesetzt wird 6:= — co. Wir haben daher nach (7) 
für gerade n 

"•(rFW)='=#^^-'>---^' °"''":;"°'" - <") 

Nehmen wir dagegen in (7) A:=-fl, so wird der zweite q)e«ielle Werth 
von p = v und der von 6=4-0), folglich, 
für gerade n 

Setzt man auch in der Formel (8) A:=— 1 und A:=+l, wobei wegen 
des ungeraden w, k^= — l wird, so erhält man leicht: 
für ungerade n 

und 

Dividirt man die Summe der Gleichungen (11) und (12), (13) und (14) 
mit 2, so erhält man nach (1) 
für gerade n 

/)«/'__^dL£''?*_Vfc^^'ir-l)i-V.^2?^ (15) 

und fflr ungerade n 
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, n+l 
/ g + cosa: \_ (--l) a » sinyai 

^U+2«co8a:+«V = —5^-2^-1)'^^, -;;^. a«) 

Dividirt man ebenso die Differenz zwischen den Gleichungen (11) und 
(12), (13) und (14) mit 2t, so ist nach Formel (2) 
für gerade n 

^Vl+2acosj:+aV~ « ^ ^ '^''^S— ^*^ 
und für ungerade n 

Z)„(^ «-'»-^ )=.(lj)5:^(_l)p-,j^££g£g, (18) 
Vl+2acosa: + av a ^ ^ v ^p * \ / 

wobei man noch für v und m ihre Werihe aus (9) und (10), so wie 
für p der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, ... n-f-l zu setzen hat. 

Schreibt man in den Formeln , weiche für gerade n gelten , 2» für n 
und in denen, welche ein ungerades n voraussetzen, 2» — 1 für n, so 
erhält man : 

^ U+2acosj; + aV" a M—^F^ ^r 



^ vP [ (19) 

p = l, 2, 3, ... 2» + l. ) 

^ VP l (20) 
/? = 1, 2, 3, •.. 2fi. 



^ U+2acosÄr + aV— a ^^ *^ "^^ 



m. f sinj? \_ (--l)^ np-w?»Ee5?) 

^ Vl+2acosar +aV"~^^^^^ ^ '^'^ ^p 

p = l, 2, 3, ... 2«+l. ' 

\l+2ocosa; + aV « ^ vP > 

p = l, 2, 3, ... 2n. ' 



(21) 
(22) 



§ 23. 

Die höheren Differenzial^ftwtienten der Tangente, Cotangenie, 
Sekante und Cosekante. 

Die Formeln, welche wir im vorigen Paragraphen für die höhe- 
ren Differenzialquotienten der Funktion 
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sina? 
l+2acosar+a^ 

gefunden haben ^ liefern uns zugleich die höheren Dlfferenzialquotientep 
von itanio: und lcot\a:, weil diese letzteren Funktionen aus der obi- 
gen durch die zwei Spezialisirungen a=+l und a=-^l entspringen. 
Für o= + l wird 

sin X 2 sin ^0? cos ja? 2sin| jr c o8|ar _ ^ 

l+2acosar+aa"" 2(l + cosa:)"" 4co8ai.r -atan^^a:, 

ferner nach no. (9) und (10) 

vr= V 2(l + co8ar)=2cos Ja: 

eo = Arctan rT^^^= Arctan tan Ja? , 

und wenn wir voraussetzen, dass \x ein spitzer Winkel sei. 

Demnach erhalten wir aus den Formeln (21) und (22) 
i/)- tan U = (-l)- 2(-i)P-^% -^f^, 

i/>-xta„|x=(-l)-^2(-l)P-a^^^. 
Setzen wir noch 2jr für or, so ergiebt sich : 

an—icos^ ^"r^ cos2ar . ^"—^ cos3j? ^"f^ cosJnx \ ^^ 

— •^^ J^SsJp"" ^^ (2cosar)«'*' ^^3 (2cosar)a""*- ''*" (2cos,i:)*»*) 

g» sina? y sin 2a? y sin&r «" sin(2w + l)a ? ( ^^^ 

- '^i 2cosa:""'^*(2cosa?)a+'^»(2cosa?)3 - +•'«»+1(2 cos a?)2»+i' J 

wobei nun a? ein Bogen des ersten Quadranten sein muss. 

Beide Formeln würden sich übrigens in eine einzige zusammen- 
ziehen lassen, wenn man zwei noch unbestimmte Grossen s und 17 ein- 
führte und schriebe 
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(-l)4(m-f) 

'S ^cosar + iysiiior "• c cos 2ar + iy si n 2>r "• gcos3.r-|-iysin3j: . 

•'» 2cosa: "^•'« (2cosar)2 +'^» (2cos:r)3 -•f (^) 

. l\mTr g cos (m+t) ar -|- iy sin (iii+i)a? 
.... + C— i; Jm+i (2cosjr)«"M 

Diese Gleichung trurde für 7ii = 2n — 1 und m=:27t in die unter 
(1) und (2) stehenden Formeln übergehen^ nenn man die noch unbe- 
stimmten Grossen e und rj so zu wählen wßsste , dass für jedes unge- 
rade m zugleich £=1 und 1^=09 dagegen für jedes gerade m gleich- 
zeitig B=0 und i}=l wurde. Es hat aber keine Schwierigkeit , eine 
solche Wahl zu treffen ; man braucht nur zu setzen : 

H-Hl) m-1 l-(-l)n^i 

e= 2 ' ^^ 2 ' ^^^ 

dann sind die den Grossen e und 1/ auferlegten Bedingungen erfüllt und 
die Formel (3) gilt dann allgemein. 

Ebenso leicht wurde man aus den Formeln (21) und (22) im vori- 
gen Paragraphen die höheren Differenzialquotienten der Cotangeute ab- 
leiten » indem man a = — 1 setzte; man gelangt aber rascher dazu, 

wenn man in die so eben entwickelte Formel (3)^) — o: föror substituirt. 
Man hat dann 

<-£17^>Z)-cot;r (5) 

2«»+i 

^€Cos(J-j:) +i?s-inCj-x) ^6cos2(J-a:) + i?sin2(|-j:) 
^-^^ 2^h^ •'* (2sin.r)2 — + - 

^ «cos(wi+l)(| — ar) + 1/sin (?/i + l)(|— ar) 
... + (-l)'«J„^ (2sin:i:)m+i 

Für die Differenziation der Sekante halten wir uns an die bekannte 
goniometrische Relation 



aus welcher 



seca: = tan( j + ^) — -tanar. 



Z>»»sec:r = />»« tan (^ + f ) — />«tan x 

4 Jä 



folgt. Da nun die beiden Differenzialquotienten auf der rechten Seite 
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Dach Fonnel (3) leicht aogegd>eD werden kuDnen, so sind hierdurch 
auch die höheren Differenzialquotienten der Sekante vollständig bestimmt. 
Die Differenziation der Cosekante kommt ebenfalls auf die Diffe- 
renziationen von Tangenten und Cotangenten zurück; denn da nach ei- 
ner bekannten Formel der Goniometrie 

coseco: = tan ia: + cotj; 

ist 9 so folgt 

Z>"*cosec.T =: D^^ tan Ix + D"»cot.r, (7) 

wo es nun keine Schwierigkeiten hat, die auf der rechten Seite vor- 
kommenden Differenzialquotienten mit Hülfe der Formeln (3) und (5) 
vollständig zu entwickeln. 

§24. 
Independente Bestimmung von D^f{lx), 

Auf ähnliche Weise, wie wir das Bildungsgesetz der höheren 
Differenzialquotienten von Funktionen einer Potenz und einer £xpo- 
nenzialgrösse entdeckt haben, können wir auch noch die allgemeine 
Form nachweisen , unter welche sich die höheren Differenzialquotienten 
einer beliebigen Funktion des Logarithmus stellen, wobei wir den Lo- 
garithmus als naturlichen voraussetzen. Zunächst gelangt man leicht 
zu den folgenden Gleichungen: 

D^filx) = 1 \f\l:r) - %f (Ix) + ^' {lx)\ 

u. s. f., 
welche auf die allgemeine Form 

D-f{lx) (1) 

= ^ { io/^"> (l^) - X /"("-'^ (l^) + ia/^»^^) (/:r) - . . . + An-, f {Ix) \ 

hinweisen, worin 

n n n n 
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gewisse rein numerische CoefißzieDten bedeuten. Zu ihrer Bestimmang' 
dient uns wieder der schon mehrmals gebrauchte Kunstgriff, welcher 
in der Substitution einer solchen Funktion für f besteht, dass man 
die auf beiden Seiten der Gleichung (1) vorkommenden Differenziationen 
unabhängig von einander ausfuhren kann. Die passendste Wahl in 
dieser Beziehung ist 

f^\ = er-M, 
woraus durch pmalige Differenziation folgt 

folglich 

fip) (Ix) = (~1)P fiP ar-f . (2) 

Ferner ist unmittelbar 

f{lx) — xH* 
und mithin 

D^f(lx) = (-l)»/t(^ + l)(^ + 2)...(fi+»i-l)a:-A^. 

Substituiren wir diesen Ausdruck nebst Dem , was sich aus no. (2) fGr 
p=zn , n — \ , w— 2 ,...2,1 ergiebt, in die Gleichung (1), so er- 
giebt sich nach dniger Hebung 



fi(fi + l)(fi + 2)...(fi+n-l) 

n n n ' n ^ 



(3) 



Es ist hiernach sehr leicht, die Bedeutung der fraglichen Coeffizieoten 
und ihre Werthe zu erkennen. Verwandelt man nämlich ein Produkt 
von der Form 

^(^ + ai)(f* + «a)--(f*+a»-i) W 

durch gewöhnliche Multiplikation in eine nach absteigenden Potenzen 
von (i geordnete Reihe, so findet man für die letztere 

(in+ rifi»~i+ q,fi»-^ + ... + cw-,i^ (5) 

und dabei ist 

Ol = fli+«2 + a3 + ...+an^i 

Cg == Ol «2 + fli «3 + «1 a^ + . . . + Ol an— 1 

+ 0*2«3 + «'2«4 +...+03««— 1 
+ «S «4 + • • • +«3 «n— 1 

+ On— afln— 1 

Digitized by VjOOQIC 



112 

A. h. Ca gleich der Summe der Combinationen zu je zweien (ohne 
Wiederholungen) aus den n — 1 Elementen Og , «a , ... «n— i , wobei 
jede Conibination als Produkt angesehen wird; ebenso ist 

C3 = a^ 02 ^3 + «1 % 04 + • • • + «1 ^2 ttn— 1 

+ «1 «3 ß^4 + «1 Ö3 «6 + • • • + "1 «3 «n-1 



+ «2^3 «4 + • • • + 0» ''ä ^n— 1 
+ «2 04 05 + ... + fl2Ö^4*'n— 1 



"h fln— 3 ßn— 2 ön— 1 

also Cs gleich der Summe der Combinationen zu je dreien; auf gleiche 
Weise wurde man weiter gehen können, bis zuletzt 

Cfi— 1 = CTj 02 «3 • • • ein — 1 . 

Nehmen wir nun «ri = 1 , aa = 2 , . . . «n— 1 = w — 1 , so werden die 
Ausdrücke in (4) und (5) identisch mit der linken und rechten Seite 
der Gleichung (3), und folglich ist dann 

i« = 1 , ii = l+2+..,+w-"l, 

n 

ferner A2 gleich der Summe der in den Zahlen 1 , 2 , . .. n — l liegen- 

n 

den Amben (jede Ambe als Produkt angesehen )9 J3 gleich der Tet- 
nensumme u. s* f. Bildet man überhaupt aus den (n — 1) eri^ep uatir- 
lichen Zahlen Combinationen» von denen jede einzelne p solcher Zah^ 

len enthält, und bezeichnet mit Cp die Summe aller dieser als Pro- 
dukte betrachteten Combinationen , so ist 

n n— 1 

^p= Cp (6) 

und hiermit die Bestimmung der fraglichen Coelfizienten gegeben, so 
dass jetzt die Gleichung 

D^fda:) (7) 

= ^ {/("^ (^) - ^V^""'>(^) +"qÄV"-^^ (ix)^...+ (-^i)»-i"c„'_i r ii^) } 

die vollständige Lösung des Problems darstellt. Man kann übrigens 
statt einer independenten Bestimmung der hier vorkommenden CoefS- 
ztenten auch leicht eine rekursive Berechnung derselben zeigen. Da 
nämlich 

9* 
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f*(f* + l)((*+2). ..((* + «-!) 

ist, so folgt, wenn n+l für f» gesetzt wird, 

(^ + l)(^ + 2)(^ + 3)...(^+n) 
»-1 «-1 «-1 { (8) 

ADdererseits ist aber auch 






(9) 



Ordnet man nnii die beiden Reihen in (8) und (9) nach Potenzen von 
fi , was bei der ersten durch Anwendung des Binoniialtheoremes» bei 
der zweiten durch Ausführung der angedeuteten Multiplikation mit 

1 -f — geschieht, und vergleicht dann die Coeffizienten gleicher Po- 

tenzen von fi, z. B. der Potenz fi"~~2'3 so ergiebt sieb die Relation 

np + (n--l)p^/Ci +(n-~2)p^U+. -.+(«-^+1)1 'J^^ 
= Cp + n Cp—i , 

welche dazu dient, mn irgend einen Coeflizienten Cp aus allen seinen 

n— 1 »—1 «— i 

Vorgängern Ci , C^ , • • • • Cp-^ zu berechnen. Als Beispiel für das 
Theorem in (7) diene die Annahme 

woraus 

folgt, und weiter 

^^^ IM - c, M '« + AM (te)» - . ... ) ai) 

Ueberblicken wir den Gedankengange den wir bisher für die Differen- 
ziation zusammengesetzter Funktionen befolgt haben, so erhellt, dass 
uns nach der Bestimmung von Z>"/HjrA) , D^f{e*) , D^f{lx) noch die 
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Pflicht obläge» auch die höheren DifferenzialquotienteD von /(cosa:), 
/(sinar) , /*( Aresin o:) , /(Arctanor) etc. zu entwickeln, indem wir dann 
diejenige Reihe von Aufgaben gelöst hätten» welche entspringt, sobald 
man in D^f[(p (:r)] für g> (.r) die Funktionen der algebraiscbeo Analyst» 
nach einander substituirt. Jene Forderung lässt sich nun zwar befrie- 
digen, aber die Resultate des betreffenden Calcüls haben bis jetzt noch 
eine so wenig elegante und abgerundete Form, dass von einer prakti- 
schen Brauchbarkeit derselben noch keine Rede sein kann, und daher 
möge die Entwickelung dieser weitläuftigen Rechnungen unterbleiben 

§25. 

Die höheren Differenzialquotienten der Funktionen mehrerer 
unabhängigen Ver'dnAerliehen. 

Enthält eine Funktion verschiedene von einander unabhängige Va- 
riabele, so kann man dieselbe entweder nach einer der Veränderlichen 
allein, oder bald nach dieser bald nach jener Yariabelen mehrmals 
hinter einander differenziren. Der erste Fall kommt auf die schon be- 
trachteten Differenziationen der Funktionen mit nur einer Veränderlichen 
zurück, weil die übrigen Variabelen nicht geändert werden und folglich 
die Rollen constanter Grössen spielen; wichtiger dagegen ist die Be- 
trachtung solcher Differenziationen, bei denen mit den Veränderlichen 
gewechselt wird. So könote man z. B. eine Funktion zweier Variabelen 
f{x , y) erst nach x differenziren, wodurch man den partiellen Diffe- 

renzialquotienten '^ '9^ erhielte und, weil dieser wieder eine Funkr 

tion von x und y bildet, hierauf eine zweite Differenziation nach y vor- 
nehmen, wodurch man auf den zweiten Differenzialquotienten 

^ df(a:,y) 

^ (1) 

dy 

kommt. Man bezeichnet denselben durch 

-H^dT' ^^^ 

wobei die Stellung von dx und dy im Nenner die Ordnung der Diffe- 
renziationen anzeigt, indem man von der Rechten zur Linken fortschrei- 
tet, um an den der Reihe nach dastehenden Differenzialen die Verän- 
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derljchen zu erkennen ^ nach welchen die successiren Differenziationen 
vor sich gehen sollen. Man wird auch leicht bemerken, dass diese 
Bezeichnungsweise vollkommen passend ist. Denn da in (1) die Va- 
riable X von y unabhängig ist, so hängt auch dx nicht von y ab, ist 
also constant für eine Differenziation nach y. Statt des Ausdrucks iq 
(t) lässt sich daher auch der folgende schreiben 

ddf{x,y) 
dx 
dy 

welcher' in den unter no. (2) enthaltenen übergeht, wenn man die, hier 
durch die Bruchstriche angedeutete Ordnung der Differenziationen durch 
die Stellung der Differenziale gegen einander bezeichnet. 

Differenzirt man die Funktion f{x,y) erst nach y und den ent- 
stehenden partiellen Differenzialquotienten nach x, so hat man ähnlich 

^df(x,y) 

dy _. d^fjx, y) ^. 

dx dxdy 

Es liegt hier die Frage sehr nahe, in welcher Relation stehen die 
Ausdrücke (2) und (3) zu einander^ d. h. wie verhalten sich die zwei 
Resultate, welche man erhält, wenn man die zwei Differenziationen 
von f{:p,y) in doppelter Ordnung vornimmt? Es ist sehr leicht, diese 
Frage zu beantworten , wenn man sich die Entstehungsw eise beider 
Ausdrücke vergegenwärtigt. 

Für den partiellen Differenzialquotienten von f{x,y) nach x ist 
bekanntlich 

dx Ax 

So lange nun Ax auf der rechten Seite noch nicht in Null übergegan- 
gen ist, so lange ist der Quotient auf der rechten Seite auch dem 
Differenzialquotienten links nicht gleich, sondern um irgend eine Grosse 
\ dayon verschieden, so dass wir setzen können 

df{x ,y)__ f{x^Ax,y) — f{x,y^ . 
dx Ax "*"/• 

Hierbei ist | irgend eine Funktion von x , y und Axy die wir nicht 
näher zu kennen brauchen, von der wir aber gewiss wissen, dass sie 
für unbegrän^t abnehmende Ax sich der Null unbegranzt nähert, weil 
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«onst die ganze Gleichung nicht in die vorhergehende überginge^ sobald 
man das völlig willkührliche /iür unendlich abnehmen lassen will. Diffe- 
renzirt man die vorstehende Gleichung nach y, so kommt 

dy dx 

^ < ^ L ,di 

dy dy 

oder nach dem Begriffe des Differenzialquotienten 

dy dx 

^y ^x **" dy 

Hier bezieht sich das Lim. zeichen allein auf die Abnahme des /iy, 
während ^x noch ungeändert bleibt. Da aber Jx beliebig ist , so kön- 
nen wir auch Jx mit Jy gleichzeitig (wiewohl immer unabhängig davon) 

abnehmen lassen^ wodurch sich 1» folglich auch ^ der Gränze Null 
nähert. Wir haben dann 

dydx / 

jdy dx ] 

und jetzt geht das Zeichen Lim auf eine gemeinschaftliche unbegränzte 
Abnahme von dx und dy. 

Zu dieser Betrachtung lässt sich leicht das Gegenstuck stellen. 
Wir können nämlich, wenn wir der Grösse dy einen bestimmten end- 
lichen Werth geben, setzen 

dfjx.y) _ f{x,y^^dy)^f{x,y) 
dy dy 

wobei VI eine Funktion von Xy y, dy bedeutet, welche für unendlich 
abnehmende dy die Null zur Gränze hat. Es folgt nun durch Diffe* 
renziaäon nach x 

j\ f(x,y+dy)-f(x, y)) 

d^fi^py) ^ _J ^ L-f ^ 

dx dy dx dx 



Digitized by VjOOQIC 



117 

oder 

dxdy 

Ja: Jy '^dx 

vrobei sich das Zeichen Lim blos auf die AbDahme von Jx bezieht, 
während Jy seinen beliebigen endlichen Werth behält. Lassen wir 
aber Jy mit Jx gleichzeitig abnehmen» so nähert sich rj, folglich auch 

-7^ der Gränze Null und wir haben daher für gemeinschaftlich abneb- 

ttX 

mende Jx und Jy, 

dxdy 

AxAy 

Vergleichen wir die rechte Seite dieses Ausdruckes mit der rechten 
Seite in (4), so ergiebt sich uns aus der Identität beider die wichtige 
Relation 

dydx dxdy 

Soll also eine Funktion zweier Veränderlichen nach jeder dieser Ver- 
änderlichen einmal differenzirt werden» so ist es gleichgültig, in wel- 
cher Ordnung beide Differenziationen auf einander folgen. 

Es ist nicht schwer» die geometrische Bedeutung dieses Satzes ein- 
zusehen. Denken wir uns nämlich in fig. 8 drei auf einander senkrechte 
Ebenen, setzen OX=x ^XYz=Ly ^ YZ=z und z=Kp(x,y), so beschreibt 
bekanntlich der Punkt z eine gewisse Fläche» sobald x und y alle mögli- 
chen verschiedenenWerthe annehmen. Bezeichnen wir den cubischen In- 
halt des Körpers OBCZYX mit f(x^y) und lassen x um das XX'=Ax 
wachsen, so ist der Inhalt von OBCZ' Y'X =zf(x + Jx ,y) uud folglich 

fix-i-Axyy) - f{x,y) = XYZZ'TX. 

Der Inhalt von XYZZ'Y'X lässt sieh aber näherungsweis durch das 
Produkt aus Grundfläche und Höhe, nämlich XYZ.XX = XYZ*Jx 
ausdrucken, woraus folgt, dass näherungsweis 

f(x+Jx,y) — f{x,y) _ j^y^ 
Ax 
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ist und zwar um so richtiger, je kleiner Jx genommen wird. Gehen 
wir zur Gränze für unendlich abnehmende //o; über« so verwandelt sich 
die obige Näherungsformel in die völlig genaue 

^A^>y) == XTZ. 
dx 

Differenziren wir diese Gleichung nach y und bemerken, dass der Dif- 
ferenzialquotient einer Ebene die sie begränzende letzte Ordinate ist, 
so ergiebt sich 

Geben wir dagegen (fig. 9) in der Gleichung f(x,y) = OBCZTX 
dem y einen Zuwachs YT = Jy, so Ist f(x,y+^y) = 0B'CS7Y'X) 
folglich 

nx,y-tJy) - f{x,y) = BCCZ'YYZ. 

wobei wir näherungsweis BCCZ:TYZ= BCZY. YY' = BCZY.Jy 
setzen kcinnen, woraus folgt 

fjE^l±^ytzß±±yl =: BCZY 
Jy 

und mit völliger Genauigkeit, wenn wir zur Gränze für unendlich ab- 
nehmende Jy übergehen, 

^f^ = BCZY, ■' 

dy 

Durch Differenziation dieses Ausdruckes nach x = OX ^=^ BY kom- 
men wir an die Gränze YZ der Ebene BCZY, so dass 

dxdy 

ist. Bei Vergleichung dieses Resultates mit dem unter no. (6) 
gefundenen ergiebt sich wieder die Richtigkeit des in (5) aufgestellten 
Satzes. 

Aber nicht blos für zwei Veränderliche gilt die Bemerkung, dass 
die Ordnung der Differenziationen keinen Einfluss auf das Endresultat 
hat, sondern auch für drei und mehrere Veränderliche behält dieselbe 
ihre Richtigkeit, Wäre z. B. eine Funktion von drei Variabelen, etwa 
der Ausdruck f^x^y,!) nach jeder derselben einmal zu differenziren , so 
kann man auf» folgende Weise verfahren. 

Nach dem vorigen Theoreme gelten folgende Gleichungen: 
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dydx da:dy ' 

dz da: dx dz ' 

d^f(^^yyz) __ d^fifyyyz) 
dz dy dydz ' 

Differenzirt mao die erste nach z, die zweite nach y^ die dritte Dach 
X, so ergeben sich daraus die folgenden: 

dzdydx dzdxdy^ ^ ' 

dydzdx dydx dz ^ ^ 

d^f{^^yyz) __ d^f{^yyy'z) ,g. 

dxdzdy dxdydz ^ ' 

Ferner ist aber auch ^ ■ eine Funktion von x und y und durch 

Differenziation derselben nach x und y unserem früheren Theoreme 
gemäss 

dydac dxdy 

d^nx,y,x) _ d»f{x,y ,x) 
dydx dz dxdydz ' ^ ' 

Differenzirt man ebenso • jj^ nach x und z, J nachy und 
z, so ergeben sich noch die Gleichungen: 

d^f{x,y,z) ^ d^f{x,y,z) 

dz dxdy dxdzdy ' ^ ' 

d^nx.y.z)__ d^f{x.y.z) 

dzdydx dydzdx 

Beachtet man, dass die rechten Seiten dieser Gleichungen der Reihe 
nach der rechten Seite von (9)« der linken von (9) und der linken 
von (8), und ebenso die linken Seiten von (10)» (ll)^ (1*2) der rech- 
ten Seite in (8)^ der rechten in (7) und der linken in (6) entsprechen, 
so erheilt, dass überhaupt die sechs Formen, welche man durch alle 
verschiedenen Anordnungen der drei Differenziationen bekommt» einao- 
der gleich sind und es mithin für das Resultat gleichgültig ist, in wel- 
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eher Retbenfolge man die Differenziationen vornimmt. Ebenso leicht 
würde man zeigen können, dass in Ausdrücken, wie 

dxdydzdu ' dxeh/dzdudv '' 

auf die Anordnung der Differenziationen nichts ankommt. 

Differenzirt man eine Funktion mehrerer Variabein , etwa/(ar,y,2), 
mehrmals z. B. mmal nach x , darauf nmal nach y und zuletzt pmaA 
nach z, so bezeichnet man den herauskommenden Differenzialquotien- 
ten mit 

dzPdyndt"^ 

und nennt ihn den partiellen Differenzialquotienten der Ordnung m-{-n-{-p 
in ßezug auf die Differenziationen nach x,tf,2. Man wird sich auch 
hier sehr leicht überzeugen, dass es gleichgültig ist, in welcher Ord- 
nung diese Differenziationen verrichtet werden , dass man also ebenso 
gut schreiben kann: 

da?« dy^dzP 

was gewöhnlich zu geschehen pflegt. 

Mit Hülfe solcher partieller Differenzialquotienten kann man leicht 
die höheren totalen Differenziale einer Funktion mehrerer Variabelen 
entwickeln, wie man an den folgenden Beispielen sehen wird. 

Man hat bekanntlich 

folglich unter Anwendung des nämlichen Satzes selbst 

dV(ar ,y) = 2j Ar + ^ rfy 

+ fe— <i« + 4 <h . 

d. i. wenn man die Gleichungen 

. df{x,y) . df{x,y) 

^ dx _ d^f{x,y) ^ dy _ J^{x,y) 
da: ^ dx^ ' dy ~ dy^ 



und 



Digitized by VjOOQIC 



121 

dtf. dx dsdy 

berficksichtigt. 

Hieraus folgt die neue Differenziation : 

rf'A*,») = ^ Ar + ^ dy 

+ 2 ti *^+2 J rfy 

+ Iß ^^ % ^y 

und darcb YereiniguDg der homologen Glieder 

Man übersieht gleich» wie sich dieses Verfahren beliebig weit 
fortsetzen lässt und dass die CoefBzienten , welche der Reihe nach vor- 
kommen , die ßtnomialkoeffizienten der jedesmaligen Ordnung sein mäs* 
sen , weil sie sich ebenso wie diese durch successive Additionen bilden. 
Man hat demnach allgemein 

Dieses Theorem enthält als speziellen Fall die Formel (2) in 
§. 13, wenn man f(x,y)=yq>{x) und nachher y=:t/;(a:) setzt. Man hat 
nämlich dann für ein positives ganzes h: 

und wenn man noch /imal nach y differenzirt 

da"^^dy^ ~dy^' da^^ 
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und für y=zrlf(x) und dnrcb Moltipllkation mit dafl^^dy^ 

Beoutzen wir die» ffir A=:09 1, 2, ....n id der Gleichung (13) 
und dividiren nachher mit €^"> so gelangen wir wieder zu der Formel 
(2) in §. 13. 

Ganz das nämliche Verfahren ist gleichförmig auch zur Entwicke- 
lung von d^f{x,y,z), d^f{x,y,z,u) etc. anwendbar. 



Cap. y. Relationen zwischen verschiedenen Funktionen 
und ihren höheren Differenzialquotienten. 

§. 26. 
Beziehungen zwischen einer Funktion und ihrer Derivirien. 

Nachdem wir uns mit den blos technischen Htilfsmitteln bekannt 
gemacht haben, welche zur Ausführung der gewöhnlich nur angedeute- 
ten Operation des Differenzirens dienen» liegt es uns nun ob» den Zu- 
sammenhang zu untersuchen» welcher zwischen einer beliebigen Funk- 
tion und ihren nach den gegebenen Regeln entwickelten Differenzial- 
quotienten statt findet» und hiermit kommen wir in eine Region der 
Wissenschaft» in welcher weniger die Kunst» dagegen um so mehr die 
Metaphysik des höheren Calcüls hervortritt. Ais Anhaltepunkt dienen 
uns hier die Betrachtungen der Einleitung, wo «vir bereits eine Rela- 
tion gefunden hatten, welche eine Beziehung irgend einer Funktion zu 
ihrem ersten Differenzialquotienten involvirt. Wir sahen nämlich» dass» 
wenn x und f(x) die rechtwinklichen Coordinaten einer Curve und F{x) 
die über x stehende Fläche derselben bedeuteten» die Funktionen f{x) 
und F{x) durch die folgenden Gleichungen verbunden sind 

n.)=L.n,i|m+<f)+/(|)+....+<^)l 

und 



Digitized by VjOOQIC 



123 

Nach unserer jetzigen Bezeidinnng giebt die letztere Formel : 
/'(x)=F'(x), 
folglich, wenn wir dies in die vorige Gleichung substituiren , 

F<.,=L-,„£,f(0,+ pg)+p(^)+....+i-(^), 

und hiermit haben wir in der That eine Beziehung zwischen irgend 
einer Funktion und ihrem ersten Differenzialquotienten. Dieselbe ist 
übrigens nur ein spezieller Fall einer etwas allgemeineren Formel^ 
welche sich auf folgendem rein analytischen Wege findet. 
L Da für stetig und unausgesetzt abnehmende ö 

Lim— ^^ g -^^=JP(a:) • 

ist, so darf man für irgend ein bestimmtes d 

setzen, wobei e eine Grosse bezeichnet» die mit d gleichzeitig bis zur 
Gränze Null abnimmt, von der wir aber sonst weiter nichts wissen 
und auch, nicht zu wissen brauchen. Substituiren wir nun für a: der 
Reihe nach a, a+^, a+25, ..,0+« — Id, so ergiebt sich folgende 
Reihe von Gleichungen : 

F(a+g)-F(«) _ 

2 ='^ (o)+^i 

— /, (a-f-w — ld) + €n 

und durch deren Addition 

F(a+nS)-^Fia) 
3 

= F(a) + F(a+Ä) + F(a+M)+... + F(a+^^=Td) 

+ «l + «2 + «« + — + *« 

und wenn wir + 92^ = 6 setzen: 
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F(b)-F(a) \ 

:^5{r(a)+r(a+d)+F'(a+2d) + ,.. + F(a+n-lÄ)| (1) 

Ist DUD b' die grosste und e" die kleinste unter den Grossen Si, 
$^y ... €n, so muss offenbar 

^(^1 + ^2+% + •— + ««) 

<dn€' und >^n£" 
sein; andererseits aber war a+n8=:b, folglich nö=b — a, mithin 

<(6— aK und >(6— a)8". 

Da nun jede der Grossen €i, s^, •••• f» bis zur Gränze Null ab- 
nimmt, sobald S gegen die Null convergirt, so ist diess auch mit e', s" 
und ebenso mit (6 — a)e' und (b — a)B" der Fall. Hieraus folgt dann 

und wenn wir jetzt in der Gleichung (1) zur Gränze für unausgesetzt 
abnehmende S übergehen, so ist 

F(6) — F(a) ^ 

=:Limd{F'(a) + F(a+Ä)+F(a + 2d) + ... + F(a+;j:in[d, 

n 

Diese allgemeinere Formel, welche die frühere als speziellen Fall 
In sich enthält, lässt sich ebenso leicht geometrisch deuten. Wäre 
2. B. in Fig. 1. OX=zx, XY=zP(a:), also y=F'(j?) die Gleichung 
der Curve MPYQ und die Fläche ORYX=F(x), so würde für OA=:a, 
OB=b, die Fläche ABQP gleich der Differenz der Flächen OBQR 
und OAPR sein und die obige Formel diente dann zur Quadratur von 
ABQP^F(b) — {F(a). Nimmt man a:szOA=:0, so reduzirt sich die 
Fläche OAPR=F(a) auf eine blose Gerade OR und wird also =0; 

zugleich ist dann in der Formel d=z— und fdiglich ergiebt sich 

F(6) = Lim^{F'(0) + F(^) + F(^) + ....+F(^)K 

was von der früheren Formel nur darin verschieden ist, dass 6 an der 
Stelle von x steht. 
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Setet man in der Gleichnng (1) b^sza'{-h, wobei h eine ganz be 
Itebige GrOsse sein kann, so wird 

F(a+A)— F(a) x 

= Umö{F(a)+r(a+S) + F(a + 2S) + .... + r(a+ir^S)\L^. 

n ' 

und von dieser wichtigen Formel werden wir gleich nachher Gebrauch 
machen. 

IL Sehen wir vorerst noch einmal auf die Ableitung der For- 
mel (2) zurück, so können wir leicht eine ebenso einfache als nützliche 
Bemerkung an dieselbe knüpfen. 

In der Gleichung 

bedeutete c eine Grösse, welche man so klein machen kann als man 
will, wenn man nur 6 klein genug nimmt; man wird also c auch so 
verringern können, dass F\x)-{'t Immer das nämliche Vorzeichen hat 
wie F{x) selbst. Denn wäre z. B. Fix) positiv, aber t negativ, so 
wurde man e seinem absoluten Wertbe nach nur kleiner als F{x) zu 
machen haben und dann F{x) — 6 noch positiv, also mit F(x) von 
gleichem Zeichen, ausfallen; ganz ebenso würde man verfahren, wenn 
F{x) negativ und c positiv wäre. Man denke sich nun d so klein ge« 
wählt, dass in den früheren Gleichungen die Ausdrucke 



F'(a) + €i , F(o+d) + f2 , F(a+2d) + f3 , ....F'(a + «-ia)+fn 

mit ihren jedesmaligen ersten Gliedern gleiche Vorzeichen haben; 
wären jetzt die Grössen F(a) , P(a+«) , F(a+26) , .... F(a+«— lÄ) 
sämmtlich positiv, so müssten wegen des stets als positiv vorausgesetz- 
ten 6 auch die Differenzen 

F(a+cJ)-F(a) , F(a+2Ä)^F(a+d) , F(a+3Ä)— F(a+2d),... 
F(o + n«) — F(a + «^=1 d) 

durchgängig positiv sein und hieraus folgt: 

F{ü)<F(a-{-») , F(a + d)<F(a+2d) , F(a+2d)<F(a^-3d),.... 
F (a + n^=l d)< F(a + nd). 
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Sind dagegen die Grossen F(ä), F{a+S) etc. negativ, so sind 
es auch die vorhingenannten Differenzen und mithin gelten die Unglei- 
chungen 

F(a)>FXa+S) , F(a-i^S)>F(a+2ö) , F(ö+2<y)>F(«+M),... 

Lassen wir nun S unausgesetzt ab und n immer zunehmen^ doch so, 
dass immer nd=6 — a bleibt wie früher « so stellen die Gl-ussetl 

F(ä) , F(a+S) , Fia^2S),....Fia+ir^d) 

und 

F(a) , F(a+S) , F(a+2ö) ,...F(a+«— 1^ 

nichts Anderes als den Verlauf der Funktionen F(a:) und F(x) dar, 
wenn in ihnen x stetig von xz=za bis nach x=zb übergeht, und wir 
können nun folgenden wichtigen Satz aussprechen: 

eine beliebige Funktion nimmt während eines bestimmten In* 
tervalles beständig zu oder ab, je nachdem ihre Derivirte 
während des nämlichen Intervalles positiv oder negativ bkibt. 
Der Differenzialquotient einer Funktion liefert also immer ein Kennzei- 
chen, um entscheiden zu können, innerhalb welcher Intervalle die Funk- 
tion selbst wächst oder abnimmt 

IIL Wir betrachten nun die Formel (3). In derselben kommeii 
wieder die Grössen F'(a) , F(a+S) , /^(«+2^) etc, der Reihe nach vor 
und zugleich wird ein Uebergang zur Gränze für unausgesetzt abneh* 
mende d verlangt, es durchläuft also in F(x) die Veränderliche x ste^ 
tig das Intervall ^sra bis ^=a-4-A« Dabei wird nun F(x) offenbar 
irgendwo seinen grössten und kleinsten Werth erhalten, so dass etwa 
für x^=:cc der Werth von F(a) der grösste unter den Ausdrücken iP(a), 
F{a+S) ,F(a + 2S) etc. und ähnlich für x=ß der Werth von F(ß) 
der kleinste von allen ist. Setzen wir daher in no. (3) für jedes Glied 
der Reihe das zu grosse F(ct) oder zu kleine F(ß), so wird offenbar 

F(ai-h) — F(a)<,8nF(a) d. i. < hF(a) 
F(a+A)- F(a)>dnF(ß) d. i. > hF(ß^ 
oder es ist auch 

F(a + Ä)-.F(a)— ÄF'(a) negativ 

F(a + Ä) — F(a) — A F (ß) positiv. 

Diess iässt sich auch in folgender Form darstellen. Wenn in den 
Ausdrucke 

jo 



Digitized by VjOOQIC 



127 

üc dais Intervall x^a bts .r=^a-f A dufchlänft, so finden sich inner- 
halb des letzteren zwei Werthe a und ßy von denen der eine ihn ne- 
gativ und der andere positiv macht. Wenn nun aber F(jt) eine ste- 
tige Funktion von X ist, wenigstens innerhalb des Intervalles x = a 
bis ar=a-f A9 so ändert sich auch der ganze obige Ausdruck continu- 
irlich und kann demnach nur dadurch vom Negativen ins Positive über- 
gegangen sein, dass er alle Zwischenstufen durchlaufen hat. Es exi« 
stirt folglich ein gewisser Werth | von x^ ffir welchen 

F(a+Ä)-F(a)-ÄF'(|) = 
oder 

.F(a+A)-.«'(a)3=ÄF(|) 

ist. Da aher I innerhalb des lnt«rvaliesa bis a-f A liegt, also bei po- 
sitiven A , a-fA>g>a, und bei negativen A , a-|-A< | < a ist, so 
können wir |=a-f ^A setzen, wo X einiBU positiven ächten Bruch, oder 
schäJ^er, eine positive die Grannen Ound 1 nicht überschreitende Grosse 

bezeichnet. So babeo wir dienri für l^A^ 

F(a + A) — F{a) = AF(o + XA) (4) 

oder 

F(o +A) :=z F (a) -[- hF{a + kh) (5) 

Man kann dieser Gleichung auch eine geoatetrische Bedeutung abge> 
winnen, die so einfach ist, dass sie fast ans Triviale streift« Ist näm- 
lich wieder ^=F'(j:) die Gleichung der Curve MPQ (fig. 10) und 
F{a^ ihre über der Abscisse x stehende Fläche, so ist für OA=a, 
AB=h, die Fläche ABQP ^ OBQM^OAPM=zF(a^h)^F{a). 
Wenn nun andererseits US die grosste auf der Strecke AB stehende 
Ordinate (das Maximum von F(x)) und FT die kleinste Ordinate (das 
Minimum von F(x)) ist, so erhellt augenblicklich, dass das Rechteck 
aus AB und US mehr als die Fläche ABQP, und das Rechteck aus 
AB und Fr weniger als dieselbe beträgt. Hieraus folgt, dass es eine 
Ordinate hK der Art geben müsse, dass die Fläche ABQP gleich 
dem Rechtecke aus AB und LK, also 

F(o+A) ^ F{a) = AB.LK = h.LK 

ist. Wir haben aber LK=F(OL) = F(OA+AL)y und wenn wir 

den Bruch -j^ = X setzen, AL = X.AB = Xh und folglipb Lfi.^=z 
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F(OA + Xh) = F(a + %k). Durch diese Sttbstittttioti komtneti wir 
auch geometriscberseits auf die Gleichung (4) anruck. — Diese Schlüsse 
gelten aber nicht mehr, wenn die Curve JUPSTQ innerhalb de» Inter- 
valles von P bis Q unendlich gross wird, oder keipen zusammenhan- 
genden Zug bildet 4 d. h« wenn ^^(a) während des Intervalles x=:a 
h\8 X =z a+k unendlich oder unstetig wird. 

§ 27. 
Erweiterung ^der gefundenen Relationen. 

Denken wir uns für zwei verschiedene Funktionen d> («) und 
^(x) die Gleichung (3) des vorigen Paragraphen hingeschrieben, indem 
wir uns F einmal durch O und dann durch W ersetzt denken , so 
findet sich durch Division sehr leicht 

= Lim ^'(^)+^(^-^^ + ^('^+^ + -"*'^(^+^^^) ^ ^^^ 
Nun giebt es aber folgenden Satz *) : der Quotient zweier Summen 



*) Ist naiulidi G der groatte und Jt d^r Ueiiwte unter de« QaotieDt«n 

d» 4l dl An-^-j ^ 

Bq ^ Bx ' ä, ' *" iKn^i' 

80 ist \ 

i2=l < C und > A- 

mid QBte« diesen Besiehnngen kommt nur eine Gleiehnng Vor. Ans denselben 
folgt 

iio < BoGmA > B^K 

Ax < J?i6^und > B^K 



und durch Addition 



^R— 1 ^ ^n^i €r und ^ Bn^i K 

10» 
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Bo+Bi+B^-^ .... +Bm-i 
fiegt seinem absoloten Wertbe nach swischen dem grussten and klein 
sten der partiellen Quotienten 

"d? ^ ~2 '^•LH 

wobei ebenfalls nur die absoluten Wertbe in Frage kommen. Wenden 
wir diess auf den in no. (3) vorkommenden Quotienten an, so folgt» 
dass derselbe zwischen der grOssten und kleinsten unter den Grössen 

enthalten sein muss. Je kleiner nun d=- ist, desto genauer stellen 

diese Grossen den Verlauf des Quotienten ^fj\ dar, wenn man darin 

X das Interva^ a bis a-f^A stetig durchlaufen lässt; da aber inno.(l) 
d als unausgesetzt bis zur Gränze Mull abnehmend gedacht wird, so 
folgt j€«2«9 dass der Quotient 

zwischen dem Maximum und Minimum von -j-; -r enthalten ist, wenn 

man x vop a bis a^h gehen lässt. Tritt dieses Minimum etwa Ciur 
073X0 «od das Minimum für a: = /3 ein, so ist 
0(a+A)— 0(a) 0'{a) 



und 



-f(«+A)-*'(«) *T^ P*""'' 



^0 + ^1 + ^« + •••• + ^«—1 

< (^O + ^1 + i?2 + — + Ält-l)^ 

und > (Äo + Äi + ^2 + •... + Bn^{)K. 

Mitbin ist durch Division 

r Vw -^o "r ^1 4" -^a "I" An^\ ^ *' 
" > Ä„ 4- 5i + fi. + fin-, ^ 



w. z. 1>. w. 



Digitized by VjOOQIC 



130 

d. h. mit anderen Worten : der Aufdruck 

a>(o + A)-»a>(a) <y(ar) 
5r(a+A)— «F(a) W(a:) 

ändert sein Vorzeichen , wenn man x das Intenrall a?=:a hm x^^a-^-k 
durchgeben Ifisst. Vorausgesetzt nun, dass der Quotient -mrrA» den 

wir kurz f{x) nennen wollen , eine wenigstens innerhalb jenes loterval- 
les stetige Funktion von x bildet , so folgt aus dem Vorigen , dass es 
einen Werth ar=:| geben mfisse, fiir welchen der obige Ausdruck sich 
annullirt Da aber | nicht ausserhalb der Gränzen a und a-^k liegen 

kann, so können wir |=a*t-ilA setzen, wo l^^t^Oist; es ergiebt sich 
dann: 

oder, vermuge der Bedeutung von fix), 

?P(a+Ä)-y(a) -W'ia + Xhy *=*= " ^""^ 

Wir haben aber noch die Bedingungen nachzuseh^^, unter wel: 
eben f(x) eine stetige Funktion ist, wenigstens während des Interval- 
les x=za bis x^a+h* Das Criterium für die Continuität einer Funk- 
tion f(x) überhaupt besteht nun darin, dass die Differenz 

f(x^d)-f(x+S) 
tvlr unendlich abnehmende S sich der Gränze Null nähert, wie man 
durch sehr einfache Betrachtungen leicht finden wird *). In unserem 
Falle ist nun 



♦) In fig. IIa. z. B. sei p=f(x) die Gleiehnng der Curve RUPV und fix) 
eine stetige Funktion, Vwf 03f =:^ X y MS =: JffT= S ist dann SU=zfixS), 
TV=zfix+if) und 

fix-^S) - ria:+d) = Vü'. 

Aus der Betrachtang der Figur ergiebt sich auf der Stelle, dass für nnans- 
gesetzt abnehmende S die Differenz Vü' sich bis zur Granze Null verringert. 
Ist dagegen in fig. IIb. die Fnnktion fix) an der Stelle i^ unstetig, so ändert 
sie sich sprangweis, und zu OM=:X als Abscisse gehörea zwei Ordinaten 3fP 
und MQ, yon denen jene die Yorhergehende Reihe von Ordinaten beschliesst 
und diese eine neue anfingt« Es ist dann wieder 

r^X^S) ^ ria:+S) = Vü', 
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A.-«-A«+*)=|^-|^+4 (3) 






Sind nun 0'(^) und ^(at) selbst stetige Fanktioneo, so haben wir 

und folglich 

Lim {/(o: — d) — /(or + «) } = 0, 

wobei jedoch stillschweigend vorausgesetzt wird , dass das Minaszeicbeii 
in (3) nicht durch einen Zeicfaeuwechsel in ein Plusseichen , also die 
Differenz nicht in eine Summe umgeschlagen ist Dieser Fall muss 
noch . besonders betrachtet werden« Aendert nun erstlich ^'{x) an der 
Steile x:;=zu sein Zeichen» so das« ^{u — S) positiv ^(te-f-^ negativ 
ist» so wird 

Di^ wir aber ^(x) als stetige Funktioa veraussetzten » so muss 
an der Stelle n^ wo sie ihr Voraeichen wechselt» ^(tO»0 sein, wormos 

Liml/Xn-d)— /(w+a)}=0 

folgt. Der Ze4<ihenwedbstl von ^'Qa) hriagii demnach keine Unstetig- 
keit in die Kttaktiop f{x), Aendert dageg#n ^(x) ^n Zeichep an der 
Stelle x=^v, so ist ähnlich wie vorhin 



aber für nneiidlliA abnehmende 9 ist Lim FF* =: Ffff a1*» I^lm {/(^— #) 
-— fCx-^d) ] von der Null veMdiiedeB. 

Man kann diese« Criterium audi anders aQUdrdeken; es ist nämlich 
identisch 

folglich, i^enn man cur Gränze übergeht » 

r'(x) + tix) = einer endlichen Grösse , 

wenn die Funktion f(x) an der Stelle X stetig, und =00) wenn sie daselbst 
unstetig ist. So lange also der Differenstalquotient einer Fmiktion endlich 
bleibt, ändert sich die letztere continairlicb. 
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and da ^(o:) ebenfalls ab stetige Fanktion vorausgesetzt wurde, so 
muss an der Stelle i;des Zeichenwechsels ^'(t;)=0 sein, woraus dann 

folgt, also fix) unstetig wird. Zur Continuität des Quotienten 

gehört also, dass die Funktionen *'(ar) und *l^(af) selbst ron x^a bis 
^:=a-f-A stetig sind und dass die letztere während ^fieses Intervailes 
ihr Vorzeichen nicht ändere. Diess sind die Bedingungen fär die Oiil« 
tigkeit der Gleichung (2). Es ^ebt übrigens noch eine Determination 
für die genannte Formel« Die Ableitung derselben basirt nämlich auf 
der Voraussetzung, dass die Funktion /(^) einen grussten und klein- 
sten Wertfa annehme, wenn man o: von a bis a+h gehen lässt, und 
diese Voraussetzung ist offenbar iti dem Falle anrieht^, wo /(4;) in- 
nerhalb jenes Intervailes unbegränzt wSehst oder abnimmt > weHesdlmn' 
wederein Maximum noch ein Minimum, giebt. Wir müssen daher noch 
die Bedingung hinzufugen, dass f(a:) während des Intervailes a:=ra 
bis x^na-t-k weder unendlich zu* noch abnehme, welche hnmer crftUlt' 

ist, sobald ^(x) und 9'(x) innerhalb jenes Intervailes eodlfcb bleiben* 

. > 
Da durch die Stetigkeit und Endlichkeit der derivirten Funktionen 
auch immer die der ursprünglichen Funktionen ^(a?) und ^(x) mitbe- 
dingt ist (beiläu%.gesf^> ein Satz, den man nicht umkehren darJ). 
und gleiches Vorzeichen von '^(x) entwieder beständiges Wacbsthum 
oder fortwährende Abnahme von T(x) anzeigt, so könne» wir alles 
Bisherige in folgenden Satz zusammenfassen : 

Bleiben die Funktionen *(ar) und ^(x) nebst ihren ersten Dif- 
ferenzialquotienten endlich und stetig während des Intervailes 
x=a bis x=ia+h, und nimmt ferner "Pix) innerhaib dieses 
Intervailes entweder blos zu oder blos ab, so ist 
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CoDstruiren Mt In Fig. VI zwei Curven MPQ und NST» deren 
Gleichungen yrx4^(^) und ^ = Y''(^) sind und nehmen 0^=09 AB=h, 
also OA=a-|*A, so sind die FläOken ABQPz=:0(a+h)^0(a) und 
.4ÄrS=^^(a + Ä)— «»(o). Für AL=a + lh haben wir ferner 
I,^=4>'(a+U)^ i.£:=E<f^(a-fAA> und folglich bedeutet die Gleichung (4) 
geometrisch , das« eich die Flächen ABQP und ABTS zu einander 
verhalten wie die Ordinaten I^ und ££. 

Man kann den Satz, der sich in der Gleichung (4) ausspricht, 
leicht beliebig erweitern. Haben nämlich ^(x), ^''(x) und ebenso 
^"(x) , ^^''(^r) stetigen Verlauf Ton ar=sa bis ar=o+Aund ^(x) keinen 
Zeichenwechsel (so dass also ^(x) entweder nur zu oder nur abnimmt), 
$0 ist ähnlich wie in (4): 

^(a + A)-«''(a)--^(a+i'Jt) ' * = *=" 
und wenn man k=:kh, U'=:As setzt, 

na + AA) — ^(o)-^ «"'(« + Aa^' * = ^= 

Auf ganz die nämliche Weise konnte man wieder die folgende Glei- 
chung ableiten: 

d^(a + üaA)~0^(a) 4^(a+hk) ,>,>rt 

Man übersieht leicht wie, sich dieses Spiel fortsetzen lässt und 
dass man damit zu folgendem Satze gelangt: 

Wenn die Funktionen (P(x) und ^{x) nebst den folgenden 
Dlfferenzialquotienten derselben 

a^(x) , o"(x) , ^(x) , ... m^^)(x) , 0(^)(x) 

^(x) , V''(x) , ^"'(x) , .•. *P(«-i)(ar) , y(»)(ar) 

Innerhalb des Intervalles x=a bis ar=a-|-A stetig und end- 
lich bleiben, und wenn femer die Dlfferenzialquotienten von 
*i*{x) während des nämlichen Intervalles Ihre jedesmaligen 
Vorzeichen nicht wechseln, so gelten die Gleichungen 
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tfKn-i) (a+ kn^ h) — ^(«^^) (<r) _ ^(») (g-f M). 

in denen h y l^ y h > "- A» Grossen bedeuteten, welche die 
Gränzen und -f 1 nicht überschreiten. 

Sind die Differenzialquotienten von ^(x) und «P(.r) so beschaffen, 
dass gleichzeitig 

*(a) = *" (a) = 0^'(a) . . . = 0(«^i) (a) = 

ist, so wird die rechte Seite jeder der obigen Gleichungen identisch 
mit der linken der nachfolgenden Gleichung und wir haben dann fol- 
gendes sehr wichtige Theerem: 

Wenn die Funktionen 0(0?) und *P(ar) nebst ihren Differenzial- 
quotienten bis zum nten inclusive inberhalb des Intervalles 
x=a bis ^=a+A endlich und stetig sind, wenn ferner die 
Differenzialquotienten von "Pix) während desselben Intervalles 
ihre jedesmaligen Vorzeichen nicht wechseln, und wenn end- 
lich beide Reihen von Differenzialquotienten mit Ausschluss 
der »ten für a?=Ä verschwinden, so gilt die Gleichung 

»(g + A)— <fi(a) _ 0W(fl-f A«A) .gv 

*f/(o+A) — y(a)'"y(»)(o + A«A)' ' 

worin An eine die Gränzen und +1 nicht übersteigende 
Grosse bezeichnet. 

Ein gutes Beispiel hierzu bildet die Annahme 1*(x) f= (^— «)"; 
es erfüllt dieselbe alle der Funktion ^(a;) auferlegten Bedingungen und 
giebt 
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A« ""1.2. 3. -.11* 

oder wenn wir F fflr ^ schreiben : 

F(a + h) = F(a) + ^^ ^ F(-)(a+l,A) (6) 

wobei nun die Fanktiooeo P(ar) , P^x) , P'ixS ... F(«)(ar) ionerhalb 
des Intervalle« x^^a bis 4P=a-f-A stetig und endlich sein und mit 
Ausnahme der ersten und letzten f&r ar=:a verschwinden müssen. 

Wäre F{x) eine von den vielen Funktionen > die nebst ihren 
Differenzialquotienten fOr ar:=0 sich annolliren, so kann man os=0 
nehmend» eine oft sehr brauchbare Formel erhalten, nSmlich /"fflr F 
schreibend: 

von der wir in Cap. VIII eine wichtige Anwendung machen werden. 



Digitized by VjOOQIC 



136 



Zweite AbtIieilaBg» 

jinwendungenderJHjgterenaiairechniung^ 



Cap. YI. Die unbestimmt scheinenden Werthe mancher 

Funktionen. 

§. 28. 

Die vieldeuiigen Symbole ^ und •§. 

Es kommt bekanntlich bäiifig vor 5 dass die Werthe mancher 
Funktionen sich in speziellen Fällen unter einer der vieldeutigen For- 
men ^ und ^ präsentiren , aus welchen man Ihre wahren Werthe nicht 
erkennen kann. Diess ist z. B. immer der Fall , wenn man einen Aus- 
druck von der Form 

zu betrachten hat, in welchem 9)(:r) und ^(j?) sich für einen speziel- 
len Werth a:=:a zugleich annulliren oder beide über alle Gränze hin- 
aus wachsen 9 sobald sich x der Gränze a nähert. Die hierbei sich 
von selbst aufdrängende Frage nach den wahren Bedeutungen sol- 
cher unbestimmten Symbole lässt sich nun in jedem speziellen Falle 
leicht mit Hülfe der Differenzialrechnung beantworten. 

I. Nach dem Theoreme (4) im vorigen Paragraphen ist unter 
der Voraussetzung, dass die Funktionen fp(x) und tp{x) für j?=a sich 
gleichzeitig annulliren und in der Nachbarschaft von a stetig sind, 

y(a + A) _ V(a + U) 
tJ;(a+A)-t(;'(a+M) ' 
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mithio Rlr 4«s0 

t(«) ""*'(«)• ^^' 

Dieser Satz dient mnnittelbar zur Losirag unserer Aufgabe ; denn 

wenn fp(a:) und '^(x) sieh beide f&r a? = a annulliren» so erscheint der 

■ • cp> (os^ 
Quotient ^ttx für a?=a unter der unbestimmten Form S; verschwln- 

den nun 9'(^) und V(^) nicht ebenfalls gleichzeitig f3r a:=a, so 

giebt der Quotient jTr\ den wahren Werth des Quotienten —7;;^ an. 
? ip \a; vi«*-; 

Man kann diess auch unabhängig von dem Früheren auf folgende 

Weise sehen. Für 

ist identisch 

folglich för x=ia, wo q>(a) = ^(ä)=:0 ist, 

y(a+a)~y(a; 

'^*"*"'^^if;(a + ^— !/;(«) ij; (a + S) - ^ (a) 

und hieraus ergiebt sich durch Uebergang zur Gränze für unendlich 
abnehmende ö 

r/^\ A : y(«) y'(q) 

wie vorher. Annullirten sich die derivirten Funktionen q>(x) und '^'{x) 
ebenfalls fSr a:=^a, so konnte man das nämliche Theorem auf sie selbst 
ianwenden und hätte dann 

folglich 

y(a) _y''(g) 

Wäre wieder 9''(a)=^'(a)ss:0, so erhält man durch Anwendung 
des nämlichen Verfahrens 
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Man übersieht leicht, dassman durch Fortsetzung dwserSchlflseMi 
zu folgendem allgemeinen Theoreme gelangt i 
Wenn die Funktionen 

ijfia) , ip'ij:) , i/'(t) , 4... •^i^i)(a:) 

sämmtüch für x=u verschwinden, dagegen ipi^)(a:) und ^"^(a?) die 
ersten unter den derivirten Funktionen sind, welche sich für a:=a 
nicht gleichzeitig annulliren, so findet man den Wahren Werth des Quo- 

tienten ^r-c dadurch , dass man in den nten Uifferei» ialquotienten q>(^)(x) 

und '^('>)(jr) X in a übergehen lässt und die Grosse des Quotienten 

,t«\/J\ bestimmt. 

Beispiele. Für q>(x) — a/*-xf*, il}(x) = a-x ist 9'(x)^ 
— fixf*^^, ilf'{x)=z — 1; da diese Derivirten för x=a nicht gleichzei- 
tig verschwinden, so ist der wahre Werth von 

af*—xf* 
a—'X 

für x=^a der Grosse fui^—^ gleich oder» was das Nämliche bedeutet» 
fia^-^ ist der Gränzwert(i, dem sich jener Q^etlentnftbert, wenn man 
o: an a heranrücken lässt 

Für die Bestimmung des Werthes von 
X — sing? 
x^ 
in dem Falle j?=0 hat man 9)'(jr)=l~-cosar, ^'(x) = 3x^', da diese 
Punktionen sich wieder für ar=0 annuUiren, so gehen wir zu den 
zweiten Differenzialquotienten 9>''(a:)=:sina:, il)"(x)=6x. Das Ver- 
schwinden beider ßir a: = nuthigt uns, noch einen Schritt weiter zu 
thun, wobei wir ^'^(:r) = eosa:, ip^(x}:=^Q bekommen. Aus diesen 
folgt nun für x=0, dass l der wahre Werth unseres Quotienten für 
^=0 ist. 

IL Sind die Funktionen g>(x) und ^(x) der Art, dass sie ins 
Unendliche hinaus wachsen, wenn x sieh der Grosse a nähert, so 
kann man den Gränzwerth des Quotienten 

leicht mittelst der vorigeil Regeln finden. Sobald nämlich q> (x) und 
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ip(a:) ins UnbegfSozte wachsen, nähern sich die Funktionen . v und 

-i^ de? GOam JUall Da nun 

*(^) • j 

yCg) _ t(^) 

ist, so kommt die Aufgabe auf die vorige xurdek, wenn man in der 
letzteren -^ und ;^ flir ^(;r) und 9(^)» folglich ^ [J^]5 ««* 

^ *(^ an die Stelle von ifß'ix) und q>'(x) setzt. Es ist dann 
^^^ »'(g) 

v(ß) WW? ry(gn'V(«) 

woraus folgt: 

Wenn also 9)(a:) und tf'(ar), statt wie froher fttr ar = a zu ver 
schwinden, ins Unendliche wachsen, so bleibt doch die Regel noch 
ganz die ntmliche» 

Z. B. die Funktionen v(^)^^\Z^/ ""d ^(w)=^cota: nehmen ins 
Unbegränzte zu» sobaU w in Null übergeht Man hat aber 9>'(a7)=s 

' q>'iit) sin*ar 

Da dieser Quotieüt ffir x=zO h ^ fibergeht, so wenden wir die Regel 

I. an und haben , 

g)"(w) _ 2 sin 3? cos x 

Für a:==b werden hier q/'ia!) und fp'^ia:) nicht gleichzeitig Null und 
folglich ist nun für ^=0 



■ - ' ^Ssinorcosa; 



AfZ— "°'":r---agO, (3) 

cotar 1 ^ 
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Setzen wir q>{a;)=^a3f^ 9 ^(a?)s=e', so nehmen ffir unendlich 
wachsende x auch q>(x) und t^(x) Ins Unbegränzte zu; es ist aber 
q)'(x)=(ixM^^, if;'(j?)=e', hat man aber fi>l, so werdei hier wie- 
der ^'(x) und if'(x) gleichzeitig unendlich und dann muss man noch 
einmal differenziren, woraus g)''{a:)=f*(fi — 1)05^^*, ^(^)=e* folgt 
Fflr fi>2 würde man hier noch einmal differenaren mflssen. Ist über* 
haupt n die erste ganze Zahl >(», so hat man 

^'(x)—i/'(x) = ^«-i){a:) I ^ 

(ur arr=Xy dag^en aber 

m(n) /^\ 

WO nun n>fi ist. Daraus folgt jetzt Lim L,;)) n ^O, mithin auch 



Lim 5=0, (4) 



was auch (i sein möge. 



§.29. 
Die vieldeutigen Symbole O.x, 0^, oo^ u« «leiifl« 

L Sind zwei Funktionen ^ {x) und x(x) so beschalen, dalis ff{x) 
fioeh der Gränae Null nfihert, dagegen %{x) um Unendlich« hiniiu^ 
wächst, so bald man x dem bestimmten Werthe a näher und näher 
kommen lässt, so kann sich das Produkt q>{x)%{x) einer endlichen 
Gränze nähern, die sich aber im Allgemeinen hinter der vieldeutigen 
Form 0.x yersteckt. Der wahre Sinn derselben lässt sich leicht fin^ 

den, wenn man entweder -Y-r=if;(x) eetzt, wodardi 



wird, worin sich tp{x) und '^{x) für x-=a gleichzdtig annulliren und 
folglich die Regel L in §• 28. anwendbar wird, oder dadurch, dassipan 

— 7-r = »(ar) nimmt, was 
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giebt, wobei xM ^^ ^(^) fn^ ÜDendliehe hinaiuiwachseo» sdliald x 
in a übergeht und mitbin die Regel IL des Torigen Paragraphen brandl- 
bar ist. 

Als Beispiel tat das erste Verfahren diene die Anaalnne ^^r) 

=:/(2— -), 2(^)=tan 2^, wobei für a: = Ä 9)(a)=0, x(a)=^vvird. 
Es ist dann if'(jr)=cot'ä— und mithin 



/ ^ '(2—-) 



cot 2^ 



folglich nach der angegebenen Regel 

1 . »IRT 

q>'(x)_ ~§^r^ _2a "° 2^ 
i/{x)-_n 1 ~a^'a«— ar' 

mn«2^ 

woraus folgt, dass für x-=^a der wahre Werth von 

X fcx 2 
/(2--)tan^=- (1) 

ist Die zweite Methode dagegen iSsst sich z. B. auf das Produkt a:A*£r 
anwenden, worin ffir d::=0, xl^ =0 wird {^ nfimllch als pesitiv voraus- 
gesetzt) und Ix unbegränzt wächst. Es ist hier o)(:r)=^tr-^, folglich 

und nach der in §. 28. IL angegebenen Regel: 

X^(ar) x-^ xl^ 

to^(x) — [ur-f*-^ f* . 

und hieraus folgt, dass fSr iir=:0 bei positiven fi 

x^lx=0 (2) 

wird. 

U. Wenn sich endlich ein Ausdruck wie [f(af)]9i*) für ar=a 
unter eine der vieldeutigen Formen 0^, od^ 1^ stellt, so berücksichtige 
man, dass immer 
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ist und setüe jetxi lf(ai):^xiw)siso handelt es stob jetzt Mos noch um 
die Bestimmung der Gränze, welcher sich der Exponent 9(a:)%(a:) für 
07=0 nähert und diese Bestimmung kann nach der vorhin entwickelten 
Regel kamtr gegeben werd^. So ist «. 6. für ^=0 der Ausdruck 
a:* vieldeutig =:(K'; man hat aber 

und da acLc nach dem Vorigen für ^=0 verschwindet, so wird 

x* = l für j;=0. (3) 

Für ar=:0 wird ferner 

(iXsinjp 
i) =«" 

Man hat aber 

und da sich nach dem Vorigen /o; sin a:=0 findet, wenn jr = 0, so wird 

Q"'"' = lfiirx=0. (4) 

Ganz ähnlich stellt sich der Ausdruck 

für a:=a unter die Form 1^; dagegen ist 

(2-f)""l-'=e'(«-^).«.l-: = ef, 
wenn man die Gleichung (l) berücksichtigt. 



(S) 



Cap. VIL Maxima and Minima« > 

§.30. 
Maxima und Minima der Funktionen einer f^ariubelen. 

Wenn eine Funktion einer Veränderlichen innerhalb des einen in- 
tervalles immer zu-, während eines folgenden Intervalles dagegen 

n 
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abDimmt, daDD ivieder wächst und so das Spiel mit Waehstfatmi und 
Abnahme forttreibt, so muss es in ihrem Verlaafe, vorausgesetzt« dass 
derselbe ein stetiget ist, gewisse Punkte geben, an welcbeo Ueber- 
günge Ton dem Einen zum Andern eintreten. Diese Steiles lassen sich 
leicht schärfer bezeichnen; denn wenn die Werthe der Funktion im 
Steigen begriifen waren und dann wieder ins Fallen geriethen, so muss 
derjenige Werth, bei welchem das Erstere aufhörte und das Andere 
anfing, offenbar grösser sein als seine Nachbarn auf beiden Seiten, 
d. h. er muss ein sogenanntes Maximum bilden; wenn dagegen die 
Werthe der Funktion erst fielen und dann zu steigen anfingen, so ist 
derjenige Werth, welcher den Uebergang von Abnahme zu Wachsthum 
vermittelt, gewiss kleiner als seine beiderseitigen Nachbarn und stellt 
demnach ein Minimum dar. Es versteht sich nach dieser Erklärung 
von selbst, dass hier unter Maximum und Minimum nicht gerade der 
absolut grösste oder kleinste Werth der Funktion, den dieselbe 
während ihres ganzen Verlaufes annimmt, verstanden wird, sondern 
dass es sich hier nur um gewisse Wendepunkte in dem Verlaufe der 
Funktioo handelt; hat die letztere nur etneu solchen, so geht dann 
allerdings das relative Maxiraum oder Minimum in das absolute über. 
Wir wissen aber aus §. 26« I. , daSs der Differenzialquoftient einer 
Funktion das Criterium für ihr Wachsthum oder ihre Abnahme Ist, und 
zWar so, dass F(x) von x^=a — i bis x:zzu wächst, wenn P(a^) in- 
nerhalb jenes Intervalles positiv bleibt, dass dagegen F(a:) von ar=a 
bis a: = a'\-8 abnimmt, wenn für diese Strecke Pix) n^ativ ist. Soll 
nun beides zugleich statt finden, also F(x) für xi^a ein Maximum 
werden, so muss P(x) an der Stelle x=a aus dem Positiven ins Ne- 
gative übergehen; dies kann aber bei stetigem Verlaufe von ^(x) 
nur mittelst des Durchganges durch Null geschehen, bei unstetigem F^ix) 

(wie z. B. bei ■) auch durch Ueberspringen aus +00 nach — 00. 

Es muss demnach F(a)=0 oder F'(ä)=QO, d. i. a eine Wurzel der 

Gleichung 

r(x)=0, oder r(x)=<x) (1) 

sein. Ganz die nämlichen Betrachtungen passen auch auf die Voraus- 
setzung, dass F(x) von x=a — ö bis x = a ab- und von a:=a bis 
x^^a-i-S zunehme, in welchem Falle F(d) ein Minimum bildet. Man 
findet demnach diejenigen Werthe von x, die F(x) zu einem Maximum 
oder Minimum machen, dadurch, dass man den DiffereDaialquotienteo 
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von F{pc) Aer Null oder dem x gleich setzt und die so entspringende 
Gleicbiing (1) nach x auflost. 

Um nun aber zu entscheiden^ welche von den aus no« (1) für w 
gefundenen Werthen zu einem Maximum oder Minimum führen^ verfah- 
ren wir wie folgt. Ist a irgend einer von diesen zu untersuchenden 
Werthen^ so substituiren wir denselben an die Stelle von x in den fol- 
genden (höheren) Üifferenzialquotienten von F{x) und erhalten so die 
Reihe 

F'(a), F*'(a) ,F/r(a),.... 

Hier kann es sich zufällig treffen, dass eine oder mehrere dieser 
Grössen, von der Linken zur Rechten fortgehend, sich annulliren, und 
um daher die Betrachtung allgemein zu halten, sei JFX»»)(ar) der erste 
höhere Differenzialquotient, welcher für a7=:a nicht verschwindet. Nun 
haben wir aber nach §. 27. no. (10) unter dieser Voraussetzung 

/'(a + A)-F(a) = j-^-F(«)(tf+^A), (2) 

wo man nun h immer so klein nehmen kann, dass F(^)(«'f JUA) mit 
jP(«)(a) gleiches Vorzeichen hat. Denn da A«A<Ä ist (w^en Ait<l)> 
so liegt a-{-lnh innerhalb des Intervalles x:;=za bis x:=za'{rhy welches 
man wegen des beliebigen h so eng machen kann» das» die deiriyirte 
Funktion F^^){x) während desselben ihr Vorzeichen nicht ändert In 
Bezug auf die Gleichung (2) sind jetzt zwei Fälle au untersphc|iden> 
ob nämlich n ungerade oder gerade ist. 

A. Für ein ungerades n hat man, wenn F(«)(ar) positiv von ir=0 
bis ar=:a + A ist, 

F(a + A; — F(a) 
positiv, also 

und bei negativen h 

negativ, alsa 

mithin beides zusammengenommen 

F(a+A)>F(fl)>F(a-A), 

und ebenso wenn F^^){x) negativ von x^=^a bis x:sza-\-h wäre: 

11* 
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F(a + A)< F(a)< F(a — A). • 

Id diesem Falle bildet F(ä) weder ein Maximum noch ein Minimum, 
weil es immer zwischen F(a + Ä) und F(a — h) Hegt. 

B. Ist dagegen n gerade und F(")(ar) positiv in der Nähe von x^^i^a, 
so wird 

F(ö + A)-.F(a) 
positiv^ also 

F{a-\rh)>F{a), 

und bei negativen h, wo jetzt A" sein Vorzeichen nicht ändert, 

Fia^h)^F{a) 
positiv^ also 

F(a-A)>F(a), 

mithin beides zusammengenommen 

F(a-A)>F(a)<F(a + A), 

woraus erhellt ^ dass jetzt F{a) ein Minimum ist. Wäre F^^){x) in der 
Nachbarschaft von w^=-a negativ, so hätte man 

F(a + A)— F(a) 
negativ x als<) 

F(a)>F(«+A), 

tmd ebenso bei negativen A 

F(a~A)— F(a) 
negativ, also 

F(a)>F(a-A), 
mithin zusammen 

F(a-A)<F(a)>F(a+A), 

woraus sich ergiebt, daAs F(a) in diesem Falle ein Maitimum ist. 

Fassen wir das Bisherige zusammen, so können wir folgende 
Regel aussprechen: wenn F^^){x) der erste filr x=^a nicht verschwin- 
dende Differenzialquotient und n ungerader Ordnung ist , so bildet F{x) 
für x^=a weder ein Maximum noch ein Minimum ; ist dagegen n gerade, 
so macht der Werth x=^a die Funktion F{x) zu einem Maximum oder 
Minimum, je nachdem F^^)(a) negativ oder positiv ausfallt. Mittelst 
dieses Satzes lässt sich nun leicht entscheiden « welche von den Wur- 
zeln der Gleichung F(x)=0 oder F(a:)=OD, unter denen die zu einem 
Maximum oder Minimum führenden Werthe enthalten sind , ein GrOsstes 
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oder Kleinstes bilden oder nicht. Um diess an einem Beispiele zu 
zeigen, sei 

F(jr) = ar»— 9a:«+24ar— 7 
die zu untersuchende Funktion. Man findet sogleich 

F(a:)=3(ar« — 6ar + 8) 
JF"(ar)=6(a:— 3) 

F/^(a:) = /'^(jr)=...=0. 

Aus F'(ar) = ergiebt sich 

ar«— 6x + 8 = 

und die Wurzeln dieser Gleichung sind ar=2, x=i. Da F^ia:) für 
keinen dieser beiden Werthe verschwindet, so entscheidet dieser Dif- 
ferenzialquotient, es wird nämlich 

F"(ai) negativ für ar=2, also F(x) ein Maximum, 
F^(x) positiv „ ar=4, „ F(x) „ Minimum. 

Hiernach ist der Lauf der Funktion leicht zu übersehen; während 
des Intervalles a; = bis ar=2 wächst sie beständig von F(0)=— 7 
aufF(2) = 13, nimmt von da ab während des Intervalles a:= 2 bis 
ar=4, an dessen Ende sie das Minimum F(4)=9 erreicht und wächst 
von da ins Unendliche hinaus. Auf der negativen Seite nimmt sie un- 
begränzt ab, wie man leicht aus ^(x) erkennen kann. Nach diesen 
Andeutungen würde es nun keine Schwierigkeiten haben, eine graphische 
Darstellung der Curve zu geben, welche durch die Gleichung y:=F(x) 
repräsentirt wird. 

§31. 
Geometrische Beispiele zum vorigen Paragraphen, 

Es muge hier die Beantwortung einiger geometrischen Fragen 
als Beispiele für die Lehren des §. 30. folgen, wobei das relative 
Masdmum mit dem absoluten zusammenfallt. 

L Welcher ist, seinem kubischen Inhalte nach , der grusste Cylin- 
der> der sich aus einem gegebenen Kegel herausschneiden 
lässtl 
Sei in Fig. 13 ABC der gegebene Kegel, der Radius OA der Grund- 
fläche = a, die Höhe OC=^b und OX=x der Halbmesser der Grund- 
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fläche des Cylinders, der zu einem Maximum werden solty die Hdiie 
XY desselben =^. Der Inhalt des Cylinders ist nun nach bekannteD 
stereometrischen Lehren zurcx^y, wo sieb aber y durch x ausdrücken 
lässt» weil 

AOiOC^AXiXY 
oder 

a: ft = a — ^ ly 

ist, woraus folgt, dass der Inhalt des Cylinders, der F{ai) beissen 
möge, durch die Gleichung 

F(ar) = ^(iw:a-a:3) (1) 

ausgedrückt wird. Hier ist nun weiter 

jr(ar)=^(2oa:— 3a:«) 

und aus F'(ar) = folgen für x zwei Werthe: 

2 
a:=50 und x^^^fi, (2) 

F"(x) verschwindet für keinen von beiden und wird positiv für den 

ersten, negativ für den zweiten und also entspricht ar=0 einem Mini- 

2 
mum, x=:^a einem Maximum. Dieser grusste Cylinder hat den Inhalt 

2 4 

F(ja)=^a^6;r und kann nun wegen der Bestimmung von OX leicht 

Gonstruirt werden. 

IL Welcher von den verschiedenen Cylinderor die sich ans einem 
gegebenen Kegel schneiden lassen, hat den grüssten Mantel? 
Da X der Radius der Grundfläche des fraglichen Cylinders, y 
seine Hube ist, so wird die Grosse des Mantels durch 2xy7C ausge- 
drückt, oder wegen des Werthes von y durch 

2?u6, ^ „^ , 

— {ax^x^:=zF{x). (3) 

Hieraus folgt durch zweimalige Differenziation : 
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«od ans r(x)z=zO 

^=^a. (4) 

Da F"(x) jedeofalls negativ bleibt^ was auch a sein möge, so ent- 
spricht der gefundene Werth einem Maxinrnm. 

III. Wie bestimmt man denjenigen aus einem Kegel zu schneiden- 
den Cylinder, der die grusste Oberfläche hat? 

Da die Oberfläche eines Cyiinders aus dem Mantel und der 
doppelt genommenen Grundfläche besteht « so ist für unseren Fall 



folglich 



F(ar)=— (a^-ar«)+5lr«« (5) 

Aus der letzten Gleichung erhellt, dass nur dann ein Maximum eintre- 
ten kann 9 wenn a — b negativ, d. h. 6>a ist und unter dieser Voraus- 
setzung giebt F'(x):ssO für x den Werth 

Wäre dagegen 6 < a, so würde x {negativ ausfallen, und diess 
bedeutet hier eine Unmöglichkeit, weil man an blos das Intervall x=0 
bis ^=:a durchlaufen zu lassen braucht, um alle nach den Bedingun- 
gen der Aufgabe überhaupt möglichen Cyünder zu bekommen. Dass 
in der That in dem Falle 6<a kein Maximum vorkommen kann, sieht 
man auch aus der Fonnel für fix), wenn man sie in folgender Gestalt 
darstellt: 

F(jr) = 2«{6 + 2(1— ^)^}. 

b b 

Da nun b<a sein soll, so ist ~ ein ächter Bruch, mithin 1— ~ 

a w 

positiv und folglich bleibt der Differenzialquotient F'(x) selbst stets posi- 
tiv, wenn a: von bis ageht. Die Oberflächen der successiven Cylin- 
der wachsen also beständig von VMl an , wo der entsprechende Cylinder 
eine Gerade (die Kegelachse) ist, bis a^n, wo der Cylinder in eine 
Ebene (die Kegelbasis) übergegangen ist. 
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IV. Wie fiadet man den an Inhalt gröaeten Cylinder, der sieh aus 
einer gegebenen Kugel heraus schneiden lässt? 

Sei in Fig. 14« der Kugclhalbmesser OY^r^ ferner ^=:riind 
XY^=zy, 80 wird der Inhalt des Cytinders, der 2a; zur Hohe und y 
zum Basisradius hat, durch 2ary9;r ausgedruckt ; da andererseits ^^r^—o:* 
ist, so haben wir 

In (r» X —x^) =^F(x) (7) 

zu einem Maximum zu machen. Es ergiebt sich hierzu 
F'(x)=i7t(r^Sx^, 
r'(x) — --2it.6x, 
und folglich aus F*(x)=(i 

*=±:^. (8) 

Der positive Werth entspricht hier einem Maximum, der negative 
kann nicht in Betracht kommen, weil man alte der Aufgabe nach 
möglichen Cylinder schon dadurch erhält, dass man x von x=0 bis 
:r=r gehen lässt. 

V. Welcher von allen aus einer Kugel möglichen Cylindern hat 
den grussten Mantel? 

Nach der vorigen Bezeichnung ist Anxy die Grösse des Mantels, 
also wegen y=:Vr* — x^ haben wir 

F(x)=^47tx ^r^—x^ (9) 

zu einem Maximum zu machen. Es findet sich nun leicht 

Ans P(a;)^0'«Thm man 

^= + ^, (10) 

wo aber nur das obere Zeichen Sinn hat und zu einem Maximum fShrt, 
wie man aus der Formel für F^(x) ersieht. Da Pix) eine gebrochene 
Funktion bildet, deren Nenner Null werden kann, so dürfen wir auch 
noch F'(a:) =00 =i setzen, woraus xzszr folgt. Dieser Werth ent- 
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spricht einem Minimam^ weil der Cyllnder sich dann auf einen Durch* 
messer der Kugel redozirt. 

VI. Unter welchen Umständen wird die OfoerflSehe elbes aus einer 
gegebenen Kugel geschnittenen Cylindera ein Maximum? 

Addiren wir zum Mantel des Cyünders seine Grundfläche (=:^%) 
doppelt genommen , so ist Jetzt 

F(a:)=ii7tx Vr2— a:« + 27t (r« - a:*) , (H) 

Aus Pix) resultirt die Gleichung 

ya— 2a:«==a:Vr«— o?«, (12) 

aus welcher durch Rationalmachen die folgende hervorgeht: 

(r«— 2ar^a=a:«(r*— a?a), (13) 

und durch Auflösung derselben ergeben sich für x die 4 in folgendem 
Ausdruck enthaltenen Werthe ; 



^=± Yf~ä^. (H) 



Nun sind aber nicht alle Wurzeln der Gleichung (13) auch Wur- 
zeln der Gleichung (12), weil diese in Bezug auf x von niedrigerer 
Dimension ist als jene ; substituiren wir nämlich die Wetthe von » 
in no. (12) y so muss 

sein, wobei der zweite Faktor rechts kein doppeltes Vorzeichen hat, 
weil das Radikal in (12) wesentlich positiv ist. Die vorstehende Glei- 
chung giebt nun bei weiterer Reduktion 

wobei sich die Vorzeichen nicht auf einander beziehen. Man sieht hier- 
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ans» da08» wem mclit ein Wideraprach eintreten soll, die beiden in 
(14) voricomroenden Radikale mit eotgegengeeetzlen Zeiehen genommen 
werden müssen^ dass also fSr x bios die beiden Werthe 



^=+'-V^.j(l-7^). 



(15) 



x=-rV|(l + ;^) 



als Auflösungen der Gleichung (12) übrig bleiben. Dagegen sind die 
Werthe 



.=+rV.^(l + -^), (16) 



V5' 

zwar Wurzeln der Gleichung (13)» aber nicht der Gleichong (12). Da 
wir nun ffir x keinen negativen Werth zulassen können, so ist der in 
(15) verzeichnete Ausdruck die Auflösung unserer Aufgabe, die Summe 
des Cylindermantels und der doppelten Basis zu einem Maximum zu 
machen, dagegen bildet der Ausdruck in (16) die Auflösung der Auf- 
gabe, welche entsteht, wenn man statt Summe sagt Differenz. 

VIL Welcher ist, seinem Volumen nach, der grosste Kegel, den 
man aus einer gegebenen Kugel schneiden kann? 

Sei in fig. 15. der Kugelhalbmesser AO'=:.OY=t , OX=iX, 
XYz=:y, 80 ist der Inhalt des Kegels =y (r+x)y*n und weil y*=s 
r^-^x^ ist, 

F(;r) = J(r+a:)(r»-.a:«). (17) 

Hieraus findet man leicht 

rix)= ~ (r«— 2rd:— ar«), 

F'(ar) = ^^(r+3^) 
und aus Pix) ergeben sich für x die beiden Werthe 

ar=:— r,jr = jr (18) 
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von denen der erste einem Minimvra entspricht» weil sich dann d^r 
Kegei auf einen biosen Punkt A rednzirt, und der zweite ein Maxi- 
mum giebt. 

Vni. Welcher von den Kegeln^ die man aus einer gegebenen Ku- 
gel schneiden kann^ hat den grussten Mantel? 

Da nach der vorigen Bezeichnung der Basishalbmesser des frag- 
lichen Kegels == ff und seine Höhe = r -f ^ ist, so haben wir ver- 
möge einer bekannten stereometrischen Regel für seinen Mantel 
nyV^(r+a:)^+y^, oder wegen des Werthes von y 

F(cc) = n Vr«*-^^^^ V2r« + ^x , 

und wenn man berücksichtigt, dass r* — ar*=:(r + a:)(r — x) , 
2r«+2r:r=2r(r+ar) ist, 

F{x) — % V"an;r + x) Vr^^. (19) 

Hieraus findet man 

F'{x) = %Sf% Jj^ 
zy/ r — X 

also, wenn F{x) := genommen wird 

1 

Wir können demnach mit Berücksichtigung von VH sagen : der seinem 
Inhalte nach grösste Kegel , den man aus einer Kugel herausnehmen 
kann, hat auch den grössten Mantel. 

•IX. Welcher von den Kegeln, die man aus einer gegebenen Kugel 
schneiden kann, hat die grösste Oberfläche? 
Da die ganze Obeifläche gleich dem Mantel plus der Basis ist, 
welche letztere durch ^^7r=(r* — x'^n ausgedrückt wird« so haben wir 

F{x) = n\\rW(:r-^x)\r7^1c + r«— ar«} 
F'(ar) = ;r{V2ir^i -2^} 

_Ä (r — 3ar) V2r — 4r Vr — x 
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Aus F' {w) ergiebt sich för x die Gleichung 

(r— 3a:)V^ = 4rVr— ;r, (21) 

die nach beiderseitiger Quadrirang in 

l&ps + 2ar«r — 12jt« + 2r3 = 
oder 

ar» + a«r — 6jt* + r» =?: (22) 

übergeht. Nehmen wir 

^=[ (23) 

wo nun g eine neue Unbekannte bezeichnet, so geht die vorige Glei- 
chung in die folgende fiber 

S» - «6» + fi + 8 = 0, 
€N> d««$ also £ eine absolute Zahl ist. 

Um nun die vorstehende cubische Gleichung aufzulösen, braucht 
man blos zu bemerken, dass $== — 1 die linke Seite auf Null reduzirt, 
imthin|= — 1 eine Wurzel derselben und ^-f 1 ein Divisor der ganzen 
Funktion links ist. In der That kann man statt der obigen Gleichung 
die folgende schreiben : 

(6 + 1) (?- 71+8) = 0, 

und wenn man auch den zweiten Faktor =zO setzt, so ergiebt sich 
durch Auflösung dieser quadratischen deichuug 

t _ 7 T ^17 

,und diese zwei Werthe sind die beiden anderen Wurzelnder cubischen 

Gleiebung» Es giebt demnach vermöge der Formel (23) für x drei 

Werthe 

ar^ = — r 

Diese drei Wurzeln der Gleichung (22) sind aber nicht sämmtlich Wur- 
zeln von (21) ; Xi nämlich macht die linke Seite dieser Gleichung posi- 
tiv, die rechte negativ, x^ die linke negativ, die rechte positiv und 
folglich sind x^ und x^ nicht Wurzeln der Gleichung (21), sondern 
vielmehr der folgenden : 
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(r— 3ar) V"^=: — 4r Vr^^. 

Dagegen befriedigt der Werth a^ die Gleichung (21) und macht zu- 
gleich F"(x) negativ, also F(:g) au einem Maxinptttm , daher ist 
ar=^8 oder 

^= =^=^ (24) 

7 -I- VT? 

die Auflosung unserer Aufgabe. 

§32. 

Maxima und Minima der Funktionen mehrerer von einander 
unahhängigeti Variablen* 

Die Definition, welche für das Maximum oder Minimum der 
Funktionen mit nur einer Veränderlichen gegeben worden ist, lässt 
sich mit der grussten Leichtigkeit auch auf Funktionen mehrerer Va- 
riabelen ausdehnen , wobei wir zunächst voraussetzen, dass diese letiH 
teren von einander völlig unabhängig sind. Ist nämlich F{x,jf,t.,\) 
eine solche Funktion, die wir im Folgenden der Kürze wegen oft Mos 
mit F bezeichnen wollen , so kann es unter Umständen ein zusammen- 
gehöriges System von Werthen a;=a , y^=-b , z=^c u^ s. f, geben^ 
welches den Werth von F grosser oder kleiner macht als alle Nach- 
barwerthe, d. h. diejenigen, welche entstehen, wenn man x von a — h 
bis a + h , y von 6— Ä bis ö+ k , z von c — l bis c + / etc. gehen 
lässt , wobei A , ä; , / . . . beliebig kleine Grössen bezeichnen ; im ersten 
Falle wurde der Werth von F ein Maximum, im zweiten ein Mibimuiti 
sein, und es kommt nun darauf an, das System von Werthen ausser, 
y=^b , z:=^c etc. zu finden, welches ein solches erzeugt. 

Diese Untersuchung lässt sich durch einen sehr einfachen Cre- 
danken auf den Fall reduziren, dass die zu betrachtende Funktion nur 
eine Variabele enthält. Denken wir uns nämlich, es enthalte die 
Funktion F ausser den schon genannten Veränderlichen sc , y , z , . . . 
noch eine, die oo heissen möge, und es seien sc , y , z%... gewisse 
Funktionen derselben, etwa x=sq)(a}) , yz=ztlf((o) , 2=:zi((o) etc., so 
können wir uns alle Veränderungen von x , y , z, . . . durch Verände- 
rungen von o allein hervoi^erufen denken. Wenn es für den ersten 
Augenblick scheinen möchte, als sei hierdurch die Voraussetzung der 
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TdUigen Uoabhängfgk^t der GrOssen x , y ^ z etc. von einander ättt- 
gehoben worden , in ao fern wenigstens ein mittelbarer Zusammenbang 
zwischen ihnen durch das hinzugesetzte «i statuirt zu sein scheint^ so 
ist dagegen zu bedenken, dass die Natur der Funktionen 9 , tf; , ;(,... 
durchaus unbestimmt gelassen worden ist und also sogar mit dem 
Werthe von o sich selbst wieder ändern darf, wodurch offenbar die 
Allgemeinheit der Voraussetzung wieder restituirt wird. So wie nun 
aber x=q>{(o) , y='^(o)) , 2=x((o) etc, war, so mfisseu die speziellen 
Werthe a , 6 , c , . . . entsprechend Funktionen eines speziellen Wer- 
thes von o etwa a sein; konnte man daher diesen Spezialwerth a fin- 
den, für welchen die Funktion F, als Funktion von o allein betrach- 
tet, ihr Maximum oder Minimum erreichte, so würden sich hieraus 
sogleich a , ft , c , ... mit Hülfe der Gleichungen 0=9 (a) , bszz'^Xa), 
c = %(a) etc« ergeben. Dieser Gedanke lässt sich in folgender Weise 
ausführen* 

Soll die Funktion F^ für einen gewissen Werth ihrer Variablen 
OD ihr Maximum oder Minimum erreichen , so muss derselbe eine Wur- 
zel deK Gleichung 

dm 
sein, und hier können wir der linken Seite die Form geben 

worin die Differenzialquotienten rechts partielle sind; soll nun aber 

dieser Ausdruck Null werde« « so kann dies«, weil -;— =a)'(o>)» -^ 

am da 

= i/;'(cio) , -i— = %' ((o) etc. ganz beliebige Grossen sind, nur dann 

geschehen, wenn einzeln für sich die Coeffizienten dieser Grossen ver- 
schwinden, also die Gleichungen 



r©=».(f)=<'.(i)=».- 



(2) 



gleichzeitig statt finden. Da dieser Gleichungen so viele sind als Variable 
X i y y z etc., so lassen sich hieraus die unbekannten Werthe a , 6, 
c, ... denselben eliminiren, womit dann die erste Hälfte der Aufgabe 
gelöst ist Es bleibt nun ftocfa die Diskussion übrig, weiche von den 
gefundenen Wertheii einem Maximum und welche einem Minimum ent- 
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sprechen. Hierzu ist es nothig, die hShereo Difereozial^ttoüeoteti der 
Gleichung (1) aufzusuchen, wobei wir zur Abkürzung 

setzen wollen; zugleich macht sich aber, wenn der Calcül nicht 
zu verwickelt werden soll, eine Unterscheidung der Fälle nöthig, in 
denen die Funktion F zwei oder drei odernoch mehr Veränderliche enthält. 

I. Ist F eine Funktion von x und y, so ergiebt sich leicht 
durch Differenziation der Gleichung 

^=^ Dx + — Z> 

den dx dy 

die folgende: 

d^F_dF dPx .d^F'dx jy^tdF ilDy , d^F dx j^ 
dfxfl dx * den dx^ ' d(o dy ' dm dx dy ' dm ^ 

dF äDy ^F^ d^j^ dF dDy ^F d^ 
'^ dx dm dydx dm dy dm dy^ ' dm ^^* 

Substituiren wir hier ffir x und y die aus no. (2) gefundenen Werthe, 

dF iJF 

so fallen die mit -jT" ^"d ~^ mmltiplizirten Glieder weg und wegen 

der in (3) eingeführten Bezeichnung ist dann 

d^F d^F d^F d^F 

Sollen nun die gefundenen Wertfae ein Maximum oder Minimum bil- 
den, so muss der vorliegende Ausdruck entweder constant negativ oder 
positiv sein und zwar für alle Dx und Dy. Hierzu gebort erstltob> 
dass man nicht gleichzeitig 

d^F_ d^F ^ ^ = ß) 

dx^ dxdy dy* - ^ 

hat; und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so muss der Ausdruck in 
(4) oder der folgende 



/DxY,^ d^F/Dx\,d^F .ß. 

(j^J ^^dTd^yS^J+d^ ^^> 



d^F/Dx\^ 

dx^ 



immer gleiches Vorzeichen behalten , von dem dann nooh m entschei- 
den wäre, in welchen Fällen es das Plus* und in welchen das Minus- 
zeichen ist. Wenn aber ein Ausdruck von der Form 
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fflr alle reellen f sein Voreeicheo behalteti soll» so müsseo die Wcrr 
zeln der quadratischen Gleichung 

ImagioSr oder 

/J* - «y < 

sein; denn wenn eine reelle Wurzel m^simi exlstlrte, so wfirde die 
Funktion as^+^ßs+y ihr Zeichen wechseln, sobald man t das Inter- 
vall $1 — 8 bis fi+£ durchlaufen Hesse» wo d eine beliebig kleine 
Grosse bezeichnet. Wenden wir diess auf den Ausdruck in (6) an, so 
ergiebt sich die Ungleichung 

\dxdy) "da^ ' dy^ "^^ ^ 

als Bedingung dafür, dass die Funktion in (6) oder die rechte Seite in. 
(5) immer das nämliche Vorzeichen hat. Die vorstehende Bedingung 
vertritt zugleich die in no. (5) ausgesprochene, weil, wenn sie erffillt 
ist, nicht alle In (5) stehenden Grossen gleichzeitig verschwinden können« 
Wenn nun die Werthe xz:za und y=A der Ungleichung (7) Ge- 
nüge leisten, so sind offenbar 

d^F ^ d^F 

von gleichem Vorzeichen, weil im Gegenfalle die Summe zweier posi- 
tiven Grössen negativ wäre, und da nun nach dem Vorigen die rechte 
Seltcf von (4) fOr alle Dx und Dy das nämliche Vorzeichen behält, 
so kann man auch Z>y=0 setzen, woraus man ersieht, dass jener Aus- 
druck immer das nämliche Vorzeichen hat wie 

d^F d^F 

^j (ö*)« oder wie ^^, 

also mit diesem Differenzialpuotienten zugleich positiv oder negativ ist. 
Aus allem Diesen zusammen ergidl»t sich nun das Criterium : 

die aus den Gleichungen -r- =0 und -^ =0 abgeleiteten 
Werthe von x und y müssen zunächst die Bedingung 
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erfQllen und eixeugeo das Maximum oder MiDimmn von 
F{x,y), je nachdem ßr sie die DIffereazialqiiotienten 

dP ""** -^ <«^ 

gleichzeitig negativ oder positiv ausfallen. 
Um diess auf ein Beispiel anzuwenden, sei 

man findet dann sosleich 

dF 

dF 

^-^2A -^^-2Ä ^-26' 

dF dF 

Aus den Gleichungen ^=0, ^=0 ergeben sich für x und y die 

beiden Werthe 

_ CD'-'BE ÄE--BD 

^^ B^^AC 'y~^ ir^~ AC 

zunächst muss nun sein 

und es findet dann ein Maximum oder Minimum statt, je nachdem A 
und C zugleich negativ oder positiv sind. 

Um auch ein Beispiel zu haben, in welchem sich der Calcül 
nicht vollständig hinausführen lässt, behandeln wir auch die Aufgabe: 
,,iD der Ebene eines gegebenen Dreiecks ABC einen Punkt O so zu 
bestimmen, dass die Summe der /iten Potenzen der Entfernungen AO, 
BO , CO ein Minimum wird. " Setzen wir CO:=zx yBO=x , AO=x^, 
so wäre demnach Fig. 16. 

zu einem Minimum zu machen. Wenn ieTnetZ.BCO'=iy,Z.BCA=y 
und ^C=a,ilC=:6, so ist 

:ri = V^a* + a:* — 2fiur cos^ , 
a'a=V^6^+ar* — 26a:cos(y— y). 
J\un ergiebt sich für F(a:,^)=ar" + ariiS*+j:a.'*|: 

13 
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d. I. term5ge der Werthe von Xi und x^x 

Setzt roan beide Differenzialquotienten =0, so erhält man für or uod 
y die beiden Gleichungen: 

An eine Elimination von j? und y aus denselben ist nun bei der Will- 
kührlichkeit des Exponenten ^ gar oiebt zu denken, dagegen kOnnen 
wir aber aus diesen Gleichungen zwei andere sehr einfache ableiten. 
Setzen wir nämlich ^BOCz^tpi ^AOC^=^'^ und betrachten die 
rechtwinklicheo Dreiecke CBP und CAQt so ergiebt sich« dass die 
vorigen Gleichungen die folgende Form annehmen: 

a/*— * = Xx^*^^ C08 tp + Xif*—^COB "fjf , 

Eliminiren wir hieraus einmal xj*—^ und einmal Xi^^^, so wird 
xf*^^ sin 1^ = a?i'*^*.sin (g>+fli), 
^ri**^* sin 9 = ^2"—' sin (9 + 1/;) ; 

und wenn wir bemerken, dass sint{>=sin^0C,sing)=:sin£0C9P-|-^ 
= ÄOB ist, 

xl^^ sin AOC = x^f^^ sin AOB, 

xf^^ sin BOC = xj^^ sin AOB. 

Symmetrischer gestaltet sich diess, wenn wir statt x, Xi, x^ schrei- 
ben J:,iy,| nud^AOB=:a,v) y^AOC^a^i), ^ÄOC=(iy,f) 
setzen. Es ist dann 

fi^isin(S,0 = V'-*sinß,i,), 
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und diess sind die Bedingungen , mittelst deren man in jedem speziel- 
len Falle die Wertbe von § , 17 > ^ oder der von ihnen eingeschlossenen 
Winkel unter Beihülfe der Bestimmungsstucke des Dreiecks zu ent- 
wickeln hat. Ob diese Bestimmung zu einem Maximum oder Minimum 
führt, ist immer leicht zu entscheiden; denn wenn man den Punkt 
O nur weit genug wegrücken lässt^ so kann man ^,7^,^ grosser als 
jede gegebene Linie machen ; für ein positives (i wächst dann auch 
&^ + '»?^ + ?" unbegränzt und folglich giebt es in diesem Falle kein 
Maximum, für negative ft dagegen kann man diese Summe so klein 
machen als man will, und dann existirt kein Minimum; es geben also 
jene Bedingungen ein Minimum für positive /x und ein Maximum für 
negative ft. 

Ist fi=l, so wird Z(^,i/)=»-^(|,ö = -fi:^(i?,£) =y, wonach man 

den Punkt O leicht durch eine geometrische Construktion finden kann ; 
für f* = 2 ist O der Schwerpunkt des Dreiecks ABC. 

Fände die erste der vorhin angegebenen Bedingungen nicht statt, 
verschwänden also die Differenzialquotienten 

f/^F ^F rf«F 
'3^ ' dxdy ' dy^ 

zugleich für die gefundenen speziellen Werthe von x und y, so würde 
man auch aus dem zweiten Differenzialquotienten nicht erfahren können, 
welche von jenen Werthen einem Maximum oder Minimum entsprechen, 
und sich an die weiteren Differenzialquotienten der Gleichung 

d(a dx ^ dy ^ 

halten müssen. Hier ist nun erst nuthig, dass der erste für jene 
speziellen Werthe nicht verschwindende Differenzialquotient gerader 
Ordnung sei, wenn überhaupt ein Maximum oder Minimum möglich 
sein soll; bezeichnen wir die Ordnung desselben mit m, wo m eine 
gerade Zahl bedeutet, so müssen nun alle Differenzialquotienten nie- 
driger Ordnung 

verschwinden 9 woraus man der Reihe nach leicht ableitet: 

d^F d^F d^F 

-— - — — n — n. 

dx^'^^ ' dxdy—^' df—^' 

12* 
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rf»F_^ ^''-.fl ^•''«.0 ^•''-n 

U. 8. f. 

Üntet Berficksichtigung dieser Gleichungen nimmt g-;^ die folgend« 
||*orm an: 

dmp d^F.^ . . m d^F ,^ x^ij. 

+ 1.2 • aiJS=3^ (1>^)— •(l>y)*+ •... 
m- d^F d^F ^ 

woTon man sich ohne die mindeste Schwierigkeit durch wirkliche Ent- 

d^F d'^F 
Wickelung ?on ^-3 , t-^ etc. successiv überzeugen wird. Da der vor-» 

liegende Ausdruck, der Voraussetzung nach, sich nicht annullirt, so 
muss er für alle Da: und Dy immer das nämliche Vorzeichen behalten, 
so dass das Minuszeichen dem Maximum, das Pluszeichen dem Mini- 
mum entspräche. Soll aber der Ausdruck rechts sein Vorzeichen nicht 
ändern , so darf diess auch bei dem folgenden : 

d«»F/DiJc\^ dn^F fDx \^^ , d^F fDxy-^ 

d^F Dx d^F 
+ .... + »!«,_, dxdy^^ ' 3y + ^« 

nicht der Fall sein, worin tr^, »12 etc. (die Binomiaikoellfizienten) zur 
Abkürzung dienen. Setzen wir die Quotienten 

Dx d^F d^F 

60 kann der Ausdruck 

für alle t nur dann sein Vorzeichen ungeändert behalten, wenn die 
Wurzeln der Gleichung 

sämmtlich imaginär sind. Diese Bedingung lässt sich aber analytisch 
nicht weiter reduziren, weil hierzu die allgemeine Auflösung der Glei- 
chungen geboren würde, und man kann daher die Untersuchung nur in 
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spezielleD Fälleo weiter fubreo» wo daDn noch zu entscheideo bleibt, 
ob jenes coDstaote Vorzeichen das positive oder negative ist. 

II. Ein ganz ähnliches Verfahren lässt sich in dem Falle an- 
wenden « dass die Funktion F, deren Maximum oder Minimum aufge* 
sucht werden soll^ drei oder mehrere von einander unabhängige Verän- 
derliche enthält. So hat man für drei Variabele 

und zur Bestimmung der ein Maximum oder Minimum erzeugenden 
Wertiie 

Benutzt man diese Gleichungen bei der Entwickelung des zweiten Dif- 
fereozialquotienteo von F, so ergiebt sich 

d^F d^F d^F d^F 

d^F d^F d^F 

wobei zur Abkürzung die folgende Bezeichnung eintreten m9ge 
ePF_ d^F_ d^F„ 

d*F_^ d*F _ , d^F _^ , ^--. 

Dx Dy 

80 dass nach Division mit (Zfe)» die vorhergehende Gleichung die fol- 
gende Form anninunt: 

d^F 

• ! 

und diese Grosse aonullirt sich dann, wenn gleichzeitig 

wird. Ist diess nun nicht der Fall, so bilden die aus den Gleichungen 
(II) entwickelten Werthe von ar, y, 2 ein Maxiraum oder Miniraum, je 
nachdem das in der Parenthese von no. (13) stehende negativ oder po- 
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sitiv ifit Hierzu gehOrt erstlich, dass die genaDoie Grosse« die sich 
auch iD folgender Form darstellen lässt: 

ipH2(v+rv)p+w«+2r^+t (15) 

für alle p un4 g einerlei Zeichen behalte , dass also die Wurzeln der 
Gleichung, welche man für p erhält, wenn man das Ganze =0 setzt, 
imaginär seien. Da nun eine Gleichung von der Form as^-^-^ßs-^-y 
nur für ß^ — o/<0 imaginäre Wurzeln hat, so muss 

oder, wenn man Alles nach Potenzen von q ordnet, 

sein. Hierzu gehurt nun erstlich, dass die ganze Funktion einerlei 
Zeichen behalte, oder dass, wenn man sie gleich Null setzt, die Wur* 
zeltt imaginär sind, also nach der vorigen Regel 

(ij'r-ir)*-(r-sij)(V«-is)<o ht) 

sei. Die Funktion auf der linken Seite von (16) hat unter dieser Be- 
dingung für alle q das nämliche Zeichen, also, wenn ^=0 genommen 
wird, das ihres letzten Gliedes und ist demnach negativ für 

V^-IKO, (18) 

mithin sind die Ungleichungen (17) und (18) die Bedingungen für das 
Bestehen der Ungleichung (16), d. h. dafür, dass die Funktion in (16) 
immer einerlei Vorzeichen hat. Diese Bedingungen haben aber noch ein 
paar wichtige Consequenzen. Aus der Ungleichung (17) folgt nämlich, dass 

r-giyundii'a^a: 

gleiche Vorzeichen haben, weil sonst nach (17) die Summe zweier 
negativen Grössen positiv ausfiele; hieraus folgt wieder, dass wenn 
die Ungleichung (18) erfüllt ist, auch die folgende statt findet: 

und aus beiden zusammen ergiebt sich, dass einerseits t/, §und i, an- 
dererseits I und 17, also zusammen |, 17 und t gleiche Vorzeichen haben. 
Da nun weiter die Bedingungen (17) und (18) zur Folge haben, dass 
der Ausdruck in (14) für alle p und q sein Zeichen nicht ändert, so 
hat derselbe (p=0, y=0 gesetzt) das Zeichen des letzten Gliedes £^, 
welches nach dem Vorigen mit dem von § und 1; identisch ist, ' wird 
also mit diesem zugleich negativ und positiv. Diess Alles zusammen 
giebt folgende Regel: 
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dF ^ dF dF 

Die aus den Gleichungen t— =0,^=0, ^- = abgeleite- 
ten Werthe von x» y und z müssen zunächst die Bedingungen 

^'-^"^^ \ (19) 

erfüllen und erzeugen das Maximum oder Minimum youF{Xyy,i), 
je nachdem für sie die Differenzialquotienten 

d^F d^F d^F 

gleichzeitig negativ öder positiv ausfallen. 

Verschwänden dagegen £ » 17 > {; und ^ ^n' yÜ gltichzeitig« eo würde 
man die höheren Differenzialquotienten von F(jp,y,z) in Beimacht 
ziehen müssen, worüber sich im Allgemeinen nicht viel sagen lässt, 
da man hier, wie in L, auf höhere Gleichungen stOsst. ;— Wie man 
bei Funktionen noch mehrerer Variabelen zu verfahren habe, wird aus 
dem hier Vorgetragenen völlig erhellen. 

§33. 

Maxüna und Minima der Funktionen mehrerer v^n einander 
nicht völlig unabhängiger Variabelen* 

Es enthalte die Funktion ^(a:,y,z,...)» die wir wie bisher kurz 
mit F bezeichnen wollen, m veränderliche GrOssen, und ausserdem 
seien noch n verschiedene Gleichungen zwischen x ^ y , z , .,, gege- 
ben, etwa in der Form 

*(a?,y,x,.. ) = * y(a?,y,z,...) = , n(x,y,z,...) = etc., (1) 
so ist klar, dass die m Veränderlichen der Funktion F nicht tn^hr 
von einander unabhängig sein werden ; in der That enthält dieselbe 
nicht mehr als m— n von einander independente Variable, da man 
mit Hülfe der n gegebenen (Sleichungen n Veränderliche unter den in 
vorhandenen durch die m— n übrigen ausdrücken kann. Ist nun das 
Maximum oder Minimum von F aufzusuchen, so lie^t es am nächsten, 
die angedeutete Elimination von n Variablen zuerst vorzunehmen und 
dann nach den Regeln des vorigen Paragraphen zu verfahren. Der 
Ausführung dieses Gedankens stehen aber grosse Schwierigkeiten ent- 
gegen und sie würde namentlich in dem Falle ganz unmöglich sein, 
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wo die. (jrleichuDgen (1) ?on höheren Gradeo aind. Wir mfisseo uns 
desshalb nach eijier bequemeren Methode umsehen. 

Denken wir uns« wie frOber, ^»y»^, ... als Funktionen einer 
neuen Variabeien a> und setzen zur Abkürzung 

d<o d(o ^ da 

so ist 

dF dF m^ - dF rk 1 dF rk ■ /fc»\ 

So wenig aber die Variablen x , jf , z , •,. von einander unabhängig 
sind« so wenig sind es die Grossen Dx , Dy , Dz , ... und in der 
That giebt es unter Ihneo nur m—n völlig beliebige und independente« 
Bezeichnen wir nämlich die Gleichungen (1) kurz mit 

80 folgt durcft DUfereoziation derselben nach co: 

d& * iloi * 3i» * *'* 

oder auch 

S»'+f^+ii »= + ••• = • 1: W' 

U. 8 (• 

Aus diesen n Gleichungen lassen sich nun n der Grossen Z>a: , Z>y, 
/>x , ..., also etwa Dt , Ds y Dt ..., entwickeln, d. h. durch die 
»1 — « übrigen Dx , Dy , Dz , ... Dq ausdrücken, und in der That 
gebort hierzu nur die Auflösung von n Gleichungen des ersten Grades« 
welche jederzeit möglich ist. Durch Substitution dieser Werthe von 
Dr , Ds , Dt etc. fallen aus der Gleichung (3) alle diejenigen von 
den Grössen Da: , Dy , Dz , ... Dq , Dr , Ds , Dt , ... weg, die 
nicht völlig willkübrlich sind; denkt man sich hierauf alle die Glieder 
vereinigt^ die entweder Dx, oder Dy , Dz , ... Dg als gemeinschaft- 
lichen Faktor enthalten, so nimmt die Gleichung selbst folgende Form an. 

^)=zXDx+ YDy + ZDz+ ... + QDq, 
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wdbei X , F , Z , ... Q Stimmeo shid, did sieb aiis dbih angedeute- 
ten Calcül von selbst ergeben , und Dx , 1>^ ^ . . . 2>^ ganz vrittk'ührlicbo 
Grössen der Anzahl nach m-^n darstellen. Soll nun ein Maximiim 

oder Minimum statt finden , so muss -^ = sein , woraus wegen der 

Willkührlichkeit von Jf , F , Z , ... folgt 

2r = 0, F = 0, Z = 0, ... e = 0. (6) 

Diese m — n Gleichungen dienen zur Bestimmung der Werthe von 
m — n Grössen x y y ^ z ^ ... q unter den überhaupt vorhandenen m 
Variablen x , y ., . q , r » t , t , ... Die noch übrigen n Veränder- 
lichen r ,s ,t, ,,. erhält man hierauf mit Hülfe der n Gleichungen (3). 
Um nun zu entscheiden, ob die gefundenen Werthe einem Ma- 
ximum oder Minimum von F entsprechen , entwickeln wir den zweiten 
Differenzialquotienten von F nach ca ; aus no. (5) ergtebt sich 

d^F_ d{XDx) dx d(YDy) dx d(ZDt) dx 

d(o^ dx ' d(o dx 'den dx 'da 

d{XDx) dy d{YDy) dy djZDz) dy 

dy ' dw dy ' don dy ' d(o 

djXDx) dz djYDy) dz djZDz) dx 

dz 'da dz 'da dz 'da 

+ 

und durch Differenziation der einzelnen Produkte unter Berücksichti- 
gung der Gleichungen (6) 

+ f^^- + ^(^)^ + f^^^+ -J (8) 

+ . . - 

Die für x , y , z , .... gefundenen Werthe entsprechen hun einem 
Maximum oder Minimum» je nachdem der vorliegende Ausdruck nega- 
tiv oder positiv bleibt. Hierzu gehurt, dass nicht alle die verschie- 
denen partiellen Differenzialquotienten von X , F , Z'etc. gleichzeitig 
verschwinden imd die Reihe rechts, als Funktion von Dx , Dy , Dz 
etc. betrachtet, ihr Vorzeichen nicht ändere. Da in derselben nur die 
m — n von einander unabhängigen Grössen Dx , Dy , «.« D^ vorkom- 
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meo wie in oo* (ß), so ist zurErfuUuDg der ebengenannten Bedingung 
Döthig, dass die Gleichung 

0=§(D.)* + ^D.iyy + ... +^DyD. + ^ (Dy)' + .... 

nach Dx , Dy , Dz etc. aufgelöst nur imaginäre Wurzeln habe, was 
sich in jedem einzelnen Falle leicht entscheiden lässt. Ob das nach- 
her vorhandene constante Vorzeichen ein Plus • oder Minuszeichen ist» 
lässt sich dann immer ohne Schwierigkeit absehn. 

Wären dagegen sämmtliefce partielle Differenzialquotienten von 
X y Y y Z etc. == für die vorher gefundenen Werthe von x ^ y , z 
etc.» so wfirde man sich an die höheren Differenzialquotienten von F 
zu wenden und Mer eine ganz ähnliche Untersuchung anzustellen haben. 

Wie man nun diese Regeln anzuwenden hat» wird sich aus den 
folgenden Beispielen ergeben. 

I. Man soll die Summe oc^ -{- y^ -\- z^ zu einem Maximum oder 
Minimum machen unter der Voraussetzung» dass gleichzeitig immer 
aX'\'by-{-cz =: k ist. 

Wir haben hier 

F = or* + y* + 2* , * = or + 6y + C2 — A: 
nnd folglich nach (2) und (4) 

^ = "ixDx + ^yDy + 22/>z, 

= aDx + bDy + cDz. 
Aus der letzten Gleichung ergiebt sich 

c c ^ 

und durch Substitution dieses Werthes geht die erste Gleichung in 
folgende über : 

dF __c,^ a^, y^^.o/.. b 
so dass also 



£=2(.-.£z)Dx+2(y_^,)Z>y. 



c c 

ist. Aus JIT = « F 2= folgt nun 
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ab 
c ^ c 

und wenn wir diess in die Gleichung ax + bif-i-ez = k subgUtuireii, 
so ergeben sieh die Werthe 

ck 



bk 
ak 



Nach no. (8) ist nun weiter, da wir blos zwei unabhängige* Variabele 
X und y haben, 

und nach dem Obigen 

^ = 2,^ = 0,^=0,^=2; 
djc * dx ' dy ' ^y 

also die rechte Seite der vorigen Gleichung 

= 2 (Do:)« + 2(%)a. 

Da dieser Ausdruck immer positiv ist, so entsprechen die für x,y,z 
gefundenen Werthe einem Minimum von F. 

2. Um auch ein Beispiel aus der Geometrie zu haben, behan- 
deln wir die Aufgabe: 

Unter allen rechtwinklichen Parallelpipeden von der gleichen 
Oberfläche 2k dasjenige zu finden, welches den grussten kubischen 
Inhalt hat. 

Nennen wir x y y y z die drei in einer Ecke zusammenstossenden 
Kanten, so ist die Oberfläche unseres Körpers =^2(xy'{-xz-\-yz) und 
folglich immer 

xy -{- xz -{■ yz — ^ = 0. 

Das Volumen dagegen ist =0:^2 ; um diesen Ausdruck zu einem Maximum 
zu machen, brauchen wir diess blos mit /(arjyz;=/a:+/3f+&zu thun*). 



*) Dieser Uebergang ist nicht gerade nothwendig, denn man konnte/* auch 
unmittelbar =xyz setzen, er erleichtert aber den Calcül. 
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da der Logarithmus einer Zahl mit ihr selbst zugleich wächst. Wir 
haben daher 

Hieraus folgt 

äF_l w. . 1 w^ , 1 r. 
da a: y 2 

= (y + z)Bx+(x + z)Dy + (a:+y)Dz; 

mithio 

^+y ^+y ^ 

und folglich 

d(o \x a:+y 2) Jy a?+y 2 < 



also 



^ ^+y 2 y ar+y 2 



Aus 2: = , F= erhält man jetzt sehr leicht 

a? = 2 , y = 2 
und hieraus mittetet der Gleichung ^ ;= 0: 

Nun ist weiter 

?^= - L + J+l-.l 

dx a/* (x+yy' t 

oder weil x = y = z ist 

dX_ 1 . _2__, I_ 

dx ä«'*"Cir)a 2a!»' 

ferner 

'^-'HfL.. 1 = 0. weil x=x. 
dy (ar + y)« t 

Ebenso findet man 
Hieraus ergiebt sich nun 
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d*F 1 1 

=-0[(J!>:r)« + (Df/)*]. 

Da dieser Ausdruck immer negativ bleibt, so entsprechen die gefun- 
denen Werthe einem Maximum. Geometrisch erhellt hieraus , dass 
der Würfel das grosste unter allen Parallelepipeden von gleicher Ober- 
fläche ist. 

3. Das grosste Viereck zu bestimmen, welches sich mit den 
gegebenen Seiten a^ß ,y ^i beschreiben lässt. 

Nennen wir x und y die einander gegenüberliegenden Winkel, 
welche von den Seiten a , ß und y , ö eingeschlossen werden , so haben 
wir für den Inhalt des Vierecks: 

-g-sinar+^siny, 

und wenn dieser, also auch das Doppelte von ihm, eifi Maximum wer- 
den soll, so ist 

F{x fV)=^Kßsinx-{^yiBmu 
SU setzen. Berechnet man ferner diejenige Diagonale, welche durch 
die Scheitel der Winkel (« , d) und (ß , y) geht, ans je sw«i Sf^He» uud 
dem eingeschlossenen Winkel, so ergiebt sich noch die Bedingungs* 
gleichung 

«* + /32— 2a/Scosa: = y®+a^— 2yÄcosy, 
und also ist 

9(a:,y)=:a*+/3*— y*—^ — 2«)5cosa: + 2yÄcosy=0 
zu setzen. Es wird nun 

dF 

■g-=zaßoosxDx-i-ydcos!/ Di/ ^ 

und ebenso vermöge der Bedingungsgleichung 9p =0 

0=aßsinxDx- ydsinpDff, 
woraus 

ydD!f = aß'^'^^Dx 
' ^ '^smy 

folgt. Die Substitution dieses Werthes in die vorhergehende Gleichung 

giebt 

^F ^. . sina: ^ -. 

^==aß(cosx+^~coaP)Dxs 



Digitized by VjOOQIC 



171 

also 



Ä=:aß (cosar + ^^ COS^). 



Aus Z^O folgt jetzt 

cosorsiny -|- siiia:co8y=0, d. I. ß!n(jr+y)=0, 
mithin 

x+y=0 , 180« , 3600 , 270^, . .. etc. 

Da aber x und y zwei Winkel eines Vierecks sein sollen » so ist von 
diesen Werthen nur der zweite 

a: + y = 180o,y = 1800-.a: 

zu brauchen. Setzen wir diess in die Bedinguogsgleichung <p(x,y)=ß 
und bemerken» dass jetzt cos^= — coso: ist, so ergiebt sich 

C08X— '2(aß + yS)~' 

Dass dieser Werth einem Maximum entspricht, entscheidet sich jetzt 
leicht mit Hülfe der Formel (8), welche in unserem Falle nur ein ein- 
ziges Glied auf der rechten Seite hat, weil nur eine unabhängige Va- 
riable X in der Aufgabe vorkommt und keine F, Z etc. vorhanden 
sind. Es ist nämlich 

_a ßcoB(x+y) 

- sin 2^ ^^^^ • 

Da nun x + y =z 180«, cos (a: +y) = — 1, y immer ein Winkel 

d^F 
<180« und folglich sinir positiv ist, so bleibt ^-^ negativ und mitbin 

entsprechen die gefundenen Werthe einem Maximum. Berücksichtigt 
man noch, dass sich um jedes Viereck, dessen Gegenwinkel sich zu 
zwei Rechten ergänzen , ein Kreis beschreiben lässt , so erhellt sogleich 
der Satz: unter allen Vierecken, welche aus den nämlichen Seiten 
construirt sind, hat das Sehnenviereck den grossten Flächeninhalt. 
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Cap. YIIL Die Theoreme von Taylor und Mac Laurin« 

§ 34. 
Anwendungen, die sich von den Lehren des §. S7, machen 

lassen. 

Wir haben früher io §§ 26 und 27 zwei Theoreme kennen gelernt, 
welche folgendennassen lauteten: 

I. Wenn die Funktion F(a:) und ebenso ihre Derivirte F'^x) in- 
nerhalb der Gränzen x=a bis x=:a + h endlieh und ^etig 
* bleibt, so ist 

F(a+h) = F(a) + hF(a+kh) , 1 ^A^ 0. 

IL Wenn die Funktionen f(x) y f {a:) , f{x) y ... f^*){x) inner- 
halb des Intenralles x^Q bis x^=ih sämmtlteh stetig und 
endlich bleiben, wenn ferner für ^=0: 

m = /"(O) =r(0) ... = /^"-»'(O) = 

ist, Bo gilt die Gleichung 

L. ja. . .n — — ^ 

Diese Sätze haben das Eigen thümliche, dass sich durch eine 
sehr einfache Combination eine fortgesetzte Anwendung des zweiten 
Tbeoremes auf das erste vermitteln lässt. Stellen wir nämlich die 
erste Gleichung in folgender Form dar: 

F(a + *) = F(a) + ^ F'(a)+A{F'(a + U)-F'(a)} 

oder, wenn zur Abkürzung h{F(a + kk)'^P(a)\ ^ f(h) gesetzt wird, 

F(a + h) = F(a) + ^ F(a) + /"(A), 

so ist es nicht schwer, einige Eigenschaften der Funktion f(h) anzu<- 
geben, welche eine kürzere Ausdrucksweise derselben möglich machen. 
Es ist nämlich 
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r(K) = F{a+A)-F'(a) 
f(h)^F'ia-\-h) 

und für A=0 , /'(0)=0 , /'(0)=0 folglich nach dem Theoreme II fflf 
n=2, und f{x)\on x=Q bis xsizh als stetig und endlich oder F^iae) 
TOD xz:^Q bis x=za-\-k als continuirlich und endlich vorau^esetzt. 



nh) = ^ F'Ca+i.A). 



Demnach ist jetzt 



F(a + A) = F(o) + ^F'Ca) + ^ F"(a+i,A), 
vroffir wir wieder schreiben 
F(a+Ä)= fT(a)+ J ^"(0) + ^ F»(a) 

Bezeichnen wir das auf der rechten Seite anter der Zeile steheade mit 
f(Ji), so finden sich leicht die tolgendeo Eigenschaften dieser Funktion . 

/'(0)=0 , r(0) =0 , /'*(Q)=0 , rW = *"(«+*); 

mithin ist nach dem Theoreme II. 

wobei aber /"'(A) von ;r=0 bis x=h oder /^(jt) von ar=a bis a?=r 
a + A stetig und endlich sein muss. Vermöge dieses Werthes wird jetzt 

F(a+A) = F(a)-\-^F{a) + j^F'(«) + j-^ F^Ca+ijA). 

Man übersieht leicht den Fortgang dieser Betrachtungen; ist nämlich 
n eine positive ganze ZahU so gilt das Theorem 

F{a-V =« F («) + * F'(«) + ^F^{a)^ -J^ F^(a) + ... 

wobei An eine die Gränzen und 1 nicht überschreitende Grosse ist« 
Es muss noch berücksichtigt werden^ dass der Reihe nach die Bedin« 



Digitized by VjOOQIC 



174 

guDgen gefunden worden : P {x) stetig vanA endlieh zwischen or == a 
und a:=a+A, ebenso F"{x) , F"(a:)...F^*)(x), das« mithin die Gül- 
tigkeit des vorliegenden Satzes nur dann behauptet werden darf, wenn 
die Funktion F{x) nebst ihren Differenzialquotienten bis zum nten in- 
clusive stetig und endlich bleibt von x=a bis x=a+h. Setzt man 
a an die Stelle von h, so lautet der Satz: 

Bleibt die Funktion F(x) nebst ihren Differenzi- 
alquotienten bis zum nten inclusive stetig und 
endlich, während x bis auf x-^h sich verändert, 
so ist 

F(x-\-A) = F(*) + *F(a:) + j^F'(ar)+^^ F-^Qr) + 

Dieser Satz heisstder Taylorsche> obgleich Taylor ihn in einer 
von dieser verschiedenen Form ausgesprochen hatte; aus ihm ergiebt 
sich das Theorem von Mac Laurin, wenn man ar=0 nimmt und 
dann x für k schreibt. Es lautet: 

Bleibt die Funktion F(x) nebst ihren Differenzi- 
alquotienten bis zum nten inclusive stetig und 
endlich während des Intervalles x =0 bis x =z x, 
so ist 

F{x) = F(0) + |-F(0) + ^F"(0) + ,j-^F''(0) + ... 

Bei der Wichtigkeit dieser Sätze dürfte es wohl nicht überflüs- 
sig sein, eine zweite Ableitung derselben zu geben, bei welcher der 
heuristische Gedankengang noch schärfer hervortritt. 

§. 35. 
Heuristische Entwickelung der Sätze von Taylor un4 Mae Laurin. 

Da sich eine Funktion mit ihrer Veränderlichen gleichzeitig ändert, 
so ist es eine der natürlichsten Aufgaben der Analysis , die Grosse einer 
solchen Veränderung anzugeben , wenn man die ihr zu Grunde liegende 
Aenderung der Variablen kennt, oder mit anderen Worten, aus dem 
Werthe von F(x) den von F(x + h) abzuleiten, vorausgesetzt, dass 

13 
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die Natur der Funktioo F, sowie die Werthe tod x uod h bekanot 
sind. Seilen wir ans, um erst ein Beispiel zu haben, in der Reihe 
der gew&hnlichen Funictionen um, so bemerken wir sogleich, dass die 
Potenz mit ganzem positiven Exponenten eine von den Funktionen ist, 
för weiche sich die Auligabe sehr leicht iSsen iSsst, weil nach dem 
binomischen Satze fär ein ganzes positives m 

(;,+*)*=*-+ ^:E—U+^^^^^\r—U« + .... 

ist. Hieraus erhellt weiter, dass jede sogenanntie ganze rationale und 
algebraische Funktion vom Grade ^, d. h. ein Ausdruck von der Form 

F(a;) =^a)«+ BasI* + CW + .... + üfa^, 
worin A,B,C,^.. M willkührliche Coastanten, a,ß,y,....n positive 
ganze Kahlen, nach ihrer Grosse geordnet, bedeute», auf gleiche Weise 
hehabd«lt werden kann, weil die vorige Umwandlung auf jedes einzelne 
Gtied .anwendbar ist. Wir haben nämlich 

Fix-t-k)s:i 

lind wenn wir diejenigen Glieder zusammennehmen, in welchen gleiche 
Potenzen von h vorkommen: 

'"".' \ Fix+h) = 

+ j ^«««-» + Bßx^-'^ + CfxT-^ + .... -i-MiUct*-^ j j- 

+ilf^(,»-l)(,*-2)....2.1.j-^|^. (1) 
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Andereraeits erhält man durck successive Differenziationen der Gleichung 

leicht Folgendes: 

r (ar) = ^aa:«-A + Bßa:fi-^ + .... + Miizf^^ 



JFV)(:r)=Jffi(f* — l)(fi— 2)....2.1 

und durch Substitution dieser Werthe geht die Formel (1) in die foN 
gende über: 

F(x+k) 

=F(x) + P(w)^{ + F''(x)j^ + .... + F^)(a:)j^^ (2) 

Nun ist aber nicht jede Funktion eine algebraische ganze und 
rationale und daher wird sich der vorliegende Satz nur dann auf andere 
Funktionen ausdehnen lassen , wenn die letzteren unter gewissen Bedin- 
gungen für irgend ein Intervall als ganze rationale algebraische ange- 
sehen werden dürfen. Dies lässt sich aber im Voraus gar nicht so 
leicht erkennen^ und wir versuchen daher einen anderen Weg zur Ent- 
scheidung der obschwebenden Frage. 

Denken wir uns aus de|t Reihe auf der rechten Seite von no. (2) 
eine beliebige Anzahl Glieder, etwa n, vom Anfange her ausgehoben» 
und lassen F(x) jetzt eine ganz beliebige Funktion bedeuten , so würde 
es offenbar blos darauf ankommen , die Summe der Reihe 
h A* A«— 1 

nr)+rF'(x)+o^'(^)+-+r2:.::(^r)^*-''<^) 

auszumitteln ; diese Summe würde dann von selbst ausweisen, in wie 
weit das Theorem (2) für willkühriiche Funktionen Gültigkeit besitzt. 
Um aber nicht immer mit zwei Variablen x und h zu thun zu haben^ 
wollen wir x=zc — h setzen, wo c eine Constante bedeutet, die frag- 
liche Summe als Funktion von h betrachten und demgemäss mit 0{k) 
bezeichnen, so dass also 



13* 
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ist. lo dieser Form besitzt nun die Reihe eine Eigenschaft, welche 
ihre Summirung sehr erleichtert; es besteht nämlich ihr DiCerenzial- 
quotient nicht mehr aus n Gliedern , sondern nur aus einem einzigen« 
In der That ergiebt sich durch Differenziation nach h unter Anwendung 
der Regel für die Differenziation von Produkten : 

- Jf' (€?—*)+ F'(c—Ä) 
-0F^(c-A) + Jf'(c-ä) 



Jkfi-l An-« 

d. i. nach gegenseitiger Hebung 

um nun aus dem Differenzialquotienten von 0(A) diese FuniLfion selbst 
zu finden, wenden wir uns an den in §. 27. bewiesenen Satz: 

tf'(a + A) — !f(a)—*^(a + U}' * = *=="' 

welcher unter der Bedingung gilt , dass ^(2) , V'(z) , ^'(z) und ^'(2) end- 
lich und stetig bleiben von 2=0 bis z=a-|-A und ^'(z) während die- 
ses Intervallen sein Vorzeichen nicht ändert. Nehmen wir a = und 
ftubstituiren für !f (z) eine andere stetige und endliche Funktion ^(2), 
welche aber für z=rO verschwindet, so ist 

0(A)— 4> (0) 0^(XA) 
t/;(A) -V(XA)^ 

woraus 

0(A) = *(O)+^jJ^*'aA),l>X>O, (5) 

folgt, und diese letztere Gleichung kann dienen, um 0(A) zu finden so- 
bald ^' (A) bekannt ist. Wenden wir diess auf unsere speziefle Unter- 
suchung an, 80 haben wir nach no. (4) 

und mitbin nach no. (5) 
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Aus der Gleichung (3) ergiebt sich aber unmittelbar 

0(O)=F(c) 
und so haben wir jetzt 

<.(A)=F(c)-|i^.j3^^fX-)(c-U), (6) 

%vomit die fragliche Summe gefunden ist. Wir dürfeo aber nicht ver- 
gessen, dass diess nur so lange gilt, als die Bedingungen für die 
Existenz der Gleichung (5) erfüllt sind. Diese waren erstlich Stetig- 
keit und Endlichkeit toh 0(z) und 4^Xz) innerhalb des Intervalles z=0 
bis z=:h, was in unserem Falle vermöge der Gleichungen (3) und (4) 
nur dann statt findet, wenn die Funktionen 

stetig und endlich bleiben von 2=c bis 2 = c — A. Ausserdem müssen 
lii no. (6) i(;(z) und il/(z) stetig und endlich innerhalb des nämlichen 
Intervalles sein und^'iz) darf ebendaselbst keinen Zeichenwecbsel haben.. 
Aus der Vergleichung von (3) und (6) folgt jetzt sehr leicht 

Nehmen wir ^düch c = ^+A und zur Abkürzung 1 — A=:A«, wo nun 
auch iln eine die Gränzen und 1 nicht überschreitende Grosse bedeu- 
tet, so wird 

F(x-^h)=F(x) + ^'^(x)+^F'(x) + 

l^i^O; Xn-l—l. (7) 

Die Bedingungen liir die Gültigkeit dieser Gleichung sind : 1) es mm- 
sen die Funktionen 

F{z) , F{z) , F"(2) , ...• F(«--i)(z) , Fin)(z) 
stetig und endlich bleiben von i==ir bisi=ar+A, und 2) die Funktion 
i^(z) muss sich für z=0 annulliren, 7i;(z) und if^'(z) «nitssefi innerhaUr 
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des genannten Intervalles stetig und endlich bleiben > und ijf'it) darf 
ebendann sein Vorzeieben nicht ändern. 

Ua t|;(:) eine beliebige Funktion ist^ so hält es nicht schwer, 
eine solche Wahl dafür zu treffen, dass die unter no. 2 ausgesproche- 
nen Bedingungen erfüllt werden ; so z. B. wenn '4;(:)=:2"* gesetzt 
wird, wo m eine positive Grösse bezeichnet. Es ist dann 

^(A) A» h 

^7(XI)" "- /« (XA)~-i — mit«- 1 • 
und wenn man diess mit Rücksicht auf die Relation il=]— ^iln subsli- 
tuirt, so giebt die Gleichung (7): 

F(a:+A) = F(x)+jF'(x) + j^F'(x) + 

Da die positive Grosse^ m noch beliebig gelassen ist, so kann man sie 
auch =1 oder =n setzen, wodurch sich ergiebt: 

F(x+h) = F(a:) + ^P{x) + j*^F"(a:) + .... 
und 

Unter den verschiedenen Formen, welche man auf diese Weise bekom- 
men kann, benutzt man natürlich diejenige , welche im speziellen Falle 
die bequemste Rechnung liefert. 

Nimmt mau noch :r:;?=0 imd schreibt h für an in den Formeln (9} 
und (10), so erhält man: 

F(a:)^F(0)+jr(0)+Y^F'((a) + ..... 
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wo nun die Funktion F(2) nebst ihren Differenzialquotienten bis zum 
nten inclus. endlich und stetig von z=0 bis z=zx sein muss. 

Die beiden so entwickelten Theoreme stehen sich lArigens, ob- 
gleich hier das zweite als spezieller Fall des ersten erscheint^ in Ab<> 
sieht auf ihre Allgemeinheit ganz gleich , denn man kann eben so leicht 
das erste aus dem zweiten ableiten. Setzt man nämlich in dem letzteren 

so wird 

iP{a:)=r(A+a:),F'(a;)t=/"(Ä+:r),u. ». f„ 
femer 

F(0)=AA) , F(0)=r (A) , F'{H)=rih)\s u. s. f. 
und folglich ergiebt sich aus no. (12) 

Vertauscht man hier h und x gegeneinander und schreibt dann F für 
f, so kommt man auf die Gleichung (10) zuriick. '^ 

«.36. 
Beispiele zu dem Theoreme von Mac Laurin. ^ 

Von besonderem Nutzen ist der Mac Laurin'sche Satz da^ wo es 
gilt, eine gegebene Funktion in eine nach steigenden Potenzen ihrer 
Variablen fortschreitende Reihe zu verwandeln; setzt man nämlich 

F(jr)=Jilo+A«+^^*+^^H..- \ .|^ , 

.... + ^,^10:«-* + 14, 1 

so ist durch Vergleichung mit den in (11) und (12) stehenden Formeln 
fOr irgend eine positive ganze Zahl m 



und 






wodurch sämmtliche in no. (1) noch unbekannte Grossen ihre Bestimmung 
gefunden haben. Wir wollen diess nun auf einige Beispiele anwenden. 
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I. Sei 

F(x)=(n-«r. 

worin ft eine gauz beliebige Grusse bezeichnet; man findet hier nach 
den früher entwickelten Regeln zur Entwidcelung der hSheren Diffe- 
renzialquotienten 

F(-)(a:) = ,»(^-l)l,*-2)....(^— m+lXl+xy— 

nnd folglich nach no. (II), wenn man 1 zar Abkürzung für l* schreibt: 

Ii(l,-1) (>»-2) ... 0»~n + 2) 
*••+ 1.2.3...(n— 1) -"^ 

^(M^l)(,>-2)...(^-n + I) a-t)-»a« 
+ I.2.3...(n— I) (1+ij;)»-/«' 

II. Für 

F(j:)=/(l+a:) 
ergiebt sich 

Pim) f^^ - (-l)'■^-U.2.3...(m-l) 
F(-) (X) = g-p^s 

und folglich wieder nach no. (II) 

111 / i>i« 

/(l + «) = j^a: -|;8« + i:c3__ + L-4i-;e^i 



(4) 



+(-I)--^i^f§S^- 



irn^)- 

III. Nehmen wir 

F(ar)=e*», 

wo k eine beliebige Constante bedeutet, so ist 

F(»)(a:) = A-c*« 
und folglich nach no. (12), wenn man 1 für l» schreibt: 

" -*+T + T:T+ ■• + 1.2.3... («-!) 



(5) 



+i70?ri*^*'- («> 



lY. Die Annahme 

F(a?) = cos :r 
giebt 



Digitized by VjOOQIC 



im 



5 



also F^V(0)=Ä) wenn w ungerade und ==(— l)^wenn m gerade ist. 
Hiernach wird 

cos jc-,l—j^2 + 1.2.3. 4'"1.2....6 + -- 



n 



^"""^ cos («-1)2 ^ 

+1 2...(n-i) +r:t::ü^^«(^i+*^' (^ 



V. Setzt man 

F(4:) = sin 4?, 
so findet steh 

F("») (x) = sin(m| + x) , F(«»)(0) = sin m|; 

also F("*)(0) = wenn m gerade und =( — 1) ^ wenn m uni 
ist. Hieraus ergiebt sich 

smo: - r'^r^TS"^ 1.2.3.4.5 * ' • ^ ^ 

a:«-*sin(n — 1)^ ^ 

•••+ 1.2...(n-.l) -^l^^''"^"?-^^^ ^^' 
In allen diesen Gleichungen kommt noch die Grosse iL vor^ welche 
natürlich in jeder derselben einen anderen Werth hat und sich mit .t? 
und n selbst ändert 5 doch so, dass sie die Gränzen Null und Eins 
nicht aberschreitet. Man kann diese Eigenschaft benutzen, um die 
Jedesmal auf der linken Seite stehende Funktion zwischen zweiX?rätf-' 
zen einzuschliessen , wodurch man gewissermassen die Region des Zah- 
lengebietes kennen lernt, in welcher ihr numerischer Werth zu awiehen 
ist. So gäbe z. B. die Gleichung (5) für n=:2. 






Da nun X die GrSnzen nnd 1 nicht fiberschreitet, so liegt der Werth 
von 

nicht ausserhalb der Gränzen 
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(\-»f ^ und q-0)^' = X« 

und mitbin übersteigt nach dem Obigen /(l-|-ar) die Sränzen or— 
und x-^a^ nicht, oder es ist 

a:^/(l+;r) > ;r-:r«, 

wo das Gleichheitszeichen nur in dem Falle ar=0 Anwendung ßnden 
wfirde. Dieser Gebrauch unserer Gleichungen ist aber von nur unter- 
geordneter Bedeutung^ weil man damit höchstens zu Näherungsformein, 
aber nicht zu genauen Gleichungen für die links stehenden Funktionen 
kommen könnte. Wichtiger dagegen ist die folgende Bemerkung. 

Stellen wir die Gleichung (1) — das allgemeine Schema der spä- 
teren Formeln — in der Gestalt 

dar 9 so licsse sich wohl der Fall denken , dass die Grosse Rn ßir ein 
gewisses erst noch zu bestimmendes n verschwände > was z. B. nach 
der ersten in no. (3) ffir Rn angegebenen Form fiir iL» =: 1 geschehen 
würde. Es ist aber sogleich zu ersehen ^ dassdiess für kein bestimm* 
tes endliches n möglich ist; denn es würde die In diesem Falle re- 
sultifende Gleichung: 

F(x) = ^ + Jiar + A^x^ + ... + A^^a^-^ 

eine Identität zwischen einer beliebigen Funktion und einer algebraischen 
ganzen und rationalen Funktion aussprechen, eine Identität, die anders 
als für ganz spezielle Werthe von x gar nicht bestehen kann. In be- 
sonderen Fällen lässt sich diess noch bestimmter aus den Eigenschaf- 
ten von F{x) nachweisen. Wenn nun aber auch Rn für kein bestimm- 
tes endliches n der Null gleich Ist, so wäre doch noch der Fall denk- 
bar, dass sich Rn für unausgesetzt wachsende n der Null als Gränz- 
werth näherte; dann würde zugleich die Anzahl der auf der rechten 
Seite vorkommenden Reihenglieder (==») Unbegränzt zunehmen und 
man erhielte einen um so genaueren Werth von F(j:), je mehr Glieder 
der Reihe man vereinigte. Man hätte dann in Zeichen : 

F(x) -^lAokRn 

= Lim {^0 + -^1« + ^^ + ••• + -^»-1^^"-*! 

und weil Lim /SS» = ist: 
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F(x) :=: Jo + Atx + A^afl + ^sor» + . .. in inf. (10) 

WSre dagegen Lim Rn von Null verschieden , so würde man Lim Rn 
nicht weglassen, also die Gleichung (10) nicht als eine Folgemng von 
no. (9) ansehen dürfen. Wir wollen nun die sich nOtbig machende ITn- 
tersuchung über den Gränzwerth von Rn an den Beispielen in (4), (5), 
(6), (7) und (8) ausfuhren. 

§.37. 

Die unetidUchen Reilien für Potenz ^ Logarithmus^ Exponenzial- 
grosse y Cosinus und Sinus, 

Wenn wir die Frage entscheiden wollen, in welchen Fällen der 
Ausdruck Rn sich der Null als Gränzwerth nähert, so wird es bei den 
mannichfachen Formen , die jene Grösse für verschiedene Funktionen 
F(.r) haben kann, nöthig sein« sich nach einem ganz altgemeinen Cri< 
terium umzusehen^ woraus man erkennen kann, ob eine beliebige Funk- 
tion f{n) von n für unausgesetzt wachsende Werthe von n auf jeden 
beliebigen Grad der Kleinheit herabsinkt oder nicht. Ein solches 
Kennzeichen besteht nun in folgendem Satze: 

Wenn der Quotient ^Jy. von einer gewissen Stelle an 

kleiner als die Einheit wird und es auch immer bleibt wie 
gross man n annehmen möge, wenn also selbst 

ist, wobei es blos auf den absoluten Werth ankommt» so 
nimmt die Funktion f(n) selbst unausgesetzt bis zur Gränze 
Null ab, ist also 

Lim f(n) = 0, 

Nennen wir a den Gränzwerth von '^^,^ , wo also « <I ist. und 

A«) 
nehmen wir zwischen 1 und ft eine Zahl ß slü (j3>ix aber ^<1), so 
muss sich immer ein Werth p von n finden lassen^ v^ea.welDbem ab 

der Quotient ^f \ < j^ ist. Denn wählt man p ziemlich gross, so 
kann -^f^ nicht viel von a verschieden sein , man kann diesen Quo- 
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tienteii etwa?=^i:d «etzeo, wo t nur wenig belrSgt und noch fiber- 
diess aboimiiit» wennp wSchst, wird also auch t so klein machen kön- 
nen, dass selbst a -f ,d < ^ ist Wir haben dann iolgende Unglei- 
chungen : , 

fiP) ^^ 

f(p+l) ^'^ 

Ap + 3) 

• • • • • • 

deren Anzahl ^ beträgt Durch ihre Multiplikation ergiebt sich 

und wenn man p-f y=:it also q:=:n — p setzt 

Da nun /9<1 war» so können wir ß ■=, — - setzen , wo y irgend eine 
positive Grosse ist und erhalten 

Nach dem Binomialtheoreme für ganze positive Exponenten ist be« 
kanntlich 

(l+y)». = l+™y+ ?i^) y« + ... + y". 

woraus, weil alle Reihenglieder positiT sind, 

(1 + y)" > l + wy 
oder 

1 ^ 1 



(l+y)»^i + n«y 
folgt. Man kann daher die Ungleichung (I) in die stärkere 

f(n) < /"(P) 

^W ^ l + („-p)y 

umsetzen. Lassen wir hier n unausgesetzt wachsen ohne p zu ändern, 
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80 kaDD n — p, ebenso («— p)y, und folglich auch der ganze Nenner 
grosser als jede angebbare Zahl werden und mithin der Quotient der 
Nnll so nahe kommen als man mlL Daraus ergiebt sich dann, das« 
auch f(n) auf jeden beliebigen Grad der Kleinheit herabgebracht wer- 
den kann. — Der Satz besteht übrigens nicht mehr, sobald a^=:l 
oder gar > 1 ist ; im ersten Falle kann f(n) ebensowohl ab - wie zu- 
nehmen*) und im zweiten wächst f(n) mit n gleichzeitig Aber alle 
Gränze hinaus , wie sich leicht durch eine der obigen ganz analoge Be- 
trachtung zeigen Hesse. 

Wir gehen nun zu den Anwendungen unseres Theoremes. 
I. In der Formel (4) des vorigen Paragraphen ist 

und hier brauchen wir auf den letzten Faktor keine Rucksicht zu neh- 
men , weil er Ton n gar nicht abhängt. Der erste Faktor annullirt sich 
unmittelbar, sobald fi gleich einer von den Zahlen ,1 , 2 , ... 
(n— 1) ist, aber in diesem Falle erhalten wir nichts Neues, wir kom- 
men nämlich auf das Binomlaltheorem für ganze positive Exponenten 
zurück. Setzen wir nun für nicht ganze und positive ii 



also 



1 . J ...(« — 1} 



1 • 2 . • . (n — 1) « 
so folgt 

f(n) n \n / 

und mithin 

Lim/:^ = -.. 
f(n) 

Soll nun der absolute Werth vod — :t unter der Einheit liegen, so 
muss diess mit x selbst der Fall oder l>a;>— >1 sein. Hierin habeii 
wir die Bedingung für die unausgesetzte Annäherung des ersten Fak- 



*) So haben z. B. ~ und n^ beide die Eigensrhaft, dass Lim ^ '^ ^ = 1 

ist; f(n) = -^ bildet aber eine abnehmende und f(n)=n^ eine zunehmende 
Funktion. 
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tors in (2) an di<» Null» nod w fragt sich nur noch, ob fOr ein solches 
a der zweite Faktor nicht etwa unbegränzt zunimmt» so dass LimÜ^i 
sich unter die vieldeutige Form .ao stellte. Da nun aber X eine po- 
sitive Grosse zwischen und 1 Ist» so haben wir bei positiven o? ganz 
sicher l+iUr>l'— A; bei negativen ar» wo 1 — kx an die Stelle von 
l-i-Xx käme« ist iLr<A (wegen a:<l), mithin l—- iUr > 1 — A» in je- 
dem Falle also ist ^^ ein achter Bruch oder wenigstens nicht gros- 
ser als die Einheit und folglich übersteigt auch der zweite Faktor: 



(r+ü) 



die Einheit nicht. Wir haben daher für 1 > or > — 1 dem absoluten 
Werthe nach 

und folglich LimjBii=:0. Benutzen wir diess für die Gleichung (4) in 
§. 36.9 so erglebt sich 

(if.y=i+J.+e({=^.H^^iS^^^^ + ! (3) 

l>ar>-l ) 

Da hier fit ganz befiebig ist, so fflbrt diese Gtelchnng den Namen: 
allgemeines Binomialtbeorem. Ein paar andere Formen sind 

(1+.)-.» = 1- f . + £^^. - <^+§-^-±^ a:' + ... 
1 > a; > - 1. 
und wenn man auch x n^ativ macht. 

Nimmt man hier 

1 + z 

wo nun z jede beliebige positive Grösse bedeuten kann» so ergiebt sich 
noch die oft brauchbare Form 

z> 0. 
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II. In Formel (S) des vorigen Pivagraphen ist 

wobei wir wieder auf den letzten Faktor keine Rücksicht zu nehmen 
brauchen 9 weil er seinem absoluten Werthe nach von n nicht abhängt. 
Man übersieht nun auf der Stelle, dass der ganze Ausdruck sich der 
Gränze Null nähert, sobald 

l>a:>-l 

ist. In diesem Falle nämlich übersteigt, wie wir bereits gesehen haben, 
der zweite Faktor in Rni 

Vl + W 

die Einheit nicht und folglich ist den absoluten Werthen nach 

Da nun bei acht gebrochenen w, der Gränzwerth vop a^ die NuU, 

I , ^ dagegen immer eine endliche Grösse ist, so folgt hieraus zusammen 

Lim/?»=:0 für l>ar>^l. 

Diese Eigenschaft findet übrigens auch noch fär ar=-|-t statt, denn es 
geht dann Rn seinem absoluten Werthe nach in 



(m)' 






aber und da wir wissen, däss X zwischen und -f 1 li^, so ist jetst 
der erste Faktor hiervon ein gehter Bruch, mithin 



'^'»(ifrr'^0 



und also wieder Lim i2n=;0. Das Nämliche würde man auch finden, 
weipn man sich der zweiten aus no. (12) in §. 35. entspringenden Form 
für Rn bedienen wollte. Nach diesen Bemerkungen ergiebt sich nun 
au0 Formel (5) in §. 36: 
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r(I + x) = lx-y«» + l«»- j««+ ... 



1 >*>-!. 



also z. B. dar d:=1 

« — 1— j+j-y + ... 



Ffir 



negatire x ist nach no. (7) wegen — /(l— x) ä /f j— -J 



1 > jp > _1. 

Mit Hälfe der Substitution 



1 

^ " 1+2 



ergiebt sich hieraus ßtr jedes positive x 

Nimmt man die halbe Summe der Gleichungen (7) und (8), so wird 

l'(Tis)=r'+j'^ +«•'•+•••• i (.0) 

1 > a?> -1 ) 

und für ^ 

1 — X * + A 

wo nun 2 jede positive Grösse bedeuten kann 

2>0. ) 

Zur numerischen Berechnung der Logarithmen ist es am bequem- 
sten, solche Reihen zu haben > deren Glieder rasch abnehmen^ so dass 
schon wenige Glieder eine hinreichende Annäherung geben. Man er- 
hält dergl. Reihen auf folgende Weise. In Formel (7) sei a: = - 
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und a < b, 80 witd r(l:i-3!) = '(1 + ^) = ^C^) == l(a + b) - 
la, folgUcb 

i,. + *, = ^ + >|->(|)-4(|)--... m 

und diese Fonnel kann zur Berechnung von l(a + b) dienen ^ sobald la 

schon bekannt ist. — Setzt man femer in no. (8) x:=:-s, wo »eine 

p 

ganze positive Zahl ist^ so folgt 

' (ri) = '(^) = 2/p-/[(p-i)(p+i)] 

= 2/p-{/(p-l) + /(p + 1)), 
woraus man durch Transposition und Division mit 2 leicht erhält 

ip 5 I 

Nun braucht man aber blos die Logarithmen der Primzahlen unmittel- 
bar zu berechnen; nimmt man för /) eine solche ^ so sind /> — 1 und 
p + 1 zusammengesetzte Zahlen ^ folglich ihre Logarithmen aus der 
Berechnung der früheren Primzahlen schon bekannt. Diess setzt in- 
dessen voraus^ dass man den Logarithmus der 2 wenigstens schon 
kenne, doch lässt sich auch dieser durch einen kleinen Kunstgriff aus 
der Formel (13) selbst finden. Für p=2 und p=3 erhält man nämlich 

^ "=2 ^+2:2^"''4:24'''6:2^ ^ '" 

2 '^2.32"'"4.3*^6.3« ^ "*' 
Es ist aber 21 = 2/2, folglich wenn man mit P und die Summen 
der nach Potenzen von ^ und ^ fortgebenden Reihe» bezeichnet 

/2 = ^ß + p,ß = |/2 + e. 

Sieht man hier /2 und ß als zwei Unbekannte an und eliminirt diesel- 
ben algebraisch^ so wird 

ß = 4P+2Q , ß = 6P+4Q 

14 
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wodurch ß and ß ihre Bestimmuiig gefucden haben. Hat man auf 
diese Weise eine Tafel der natürlichen Logarithmen berechnet^ so kann 
man daraus leicht eine der kunstlichen Logarithmen ableiten. Heisst 
nämlich B die Basis der letzteren und bezeichnen wir mit log einen 
Logarithmus dieses Systems , so ist bekanntlich 

wo j^ der Modulus des Systemes mit der Basis B heisst Für B=:10 
findet man nach den angegebenen Regeln IB = 2,3025850929 
folglich den Modulus ^ =: 0,4342944819. 
lU. In Formel (6) §. X. ist 

Da nun e^^' für jedes bestimmte k und x eine endliche Grosse bleibt, 
so wird Lim Rn = 0, sobald der erste Faktor 

'^ ' i.2.ä...« 

die Null zum Gränzvrerthe hat. Es iet aber 

Lim %tl) == Lim *? = 
f{n) n 

für jedes beliebige k und or, und da 0<1, so ist immer Lim f(M}^sz 
und Lim £» = 0. Wir erhalten daher ohne weitere Determination 

e*-= 1 + ^+^ + ^+.... (14) 

Für id: = 1 ergiebt sieh hieraus 

« = 1 + 1+1+ 1 . 



1 ■ 1.2^1.2.3 ^ ■■ • 

und nitteUt dieser Reihe ist es sehr leicfat, den Werth von e, den 
wir in der Einleitung als den GrSnzrrerth von 

' ^l+i>" 
m 

für unendlich wachsende m kennenlernten, nonierisch zu berechnen. — 
Nehmen wir in (14) k=zta und berücksichtigen,, dass 
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ist, so Wird noch 



IV. Id den Formeln (7) und (8) der vorigen Paragraphen ist erst 

^= 1.2.3...« <^os(n^ + Xar) 
und dann 

Da aher Cosinus und Sinus Grössen sind, welche die Gränzen -f 1 
und — 1 nicht übersteigen können^ was auch der Bogen für einen Werth 
haben muge^ so erhellt, dass in jedem Falle Lim Rn^=0 witd, so- 
Imld 

ist. Nach dem, was wir in no. III. gefunden haben, rauss diess aber 
für jedes beliebige x der Fall sein , und daher ergeben sich jetzt die 
beiden bemerkenswerthen Formeln 

c„«^ = ,_j^ + _^__|!_ + .... (16) 

X X^ x^ 

sino: = _-.__. + j-_^_^ ^ .... (17) 

gültig für jedes x. Es versteht sich beim blosen Anblicke dieser 
Gleichungen von selbst, dass man hier cos^ und sin^r in dem näm-* 
liehen Maasse ausgedrückt erhält, in welchem x angegeben ist. Will 
man daher, wie gewöhnlich, die goniometrischen Funktionen in Thei- 
len des Halbmessers ausdrücken, so muss man auch x in solchen an« 
geben, was, wenn der Bogen ursprünglich in Graden bestimmt ist, leicht 
mittelst der Ludolph'schen Zahl geschehen kann, welche dem Bogen 
von 180^ entspricht. Es giebt dann zu jeder beliebigen absoluten Zahl 
einen Cosinus, Sinus und ebenso alle übrigen goniometrischen Funk*^ 
tionen. 

Aus diesen Betrachtungen ist ersichtlich , dass die Bedingungen, 
unter welchen sich die Grosse Rn der Null unbegränzt nähert, ledig- 
lich Von der Form der Funktion F(x) abhängen, indem sie steh für 
Spezialisirungen derselben verschieden gestalten; hierdurch entsteht 

14* 
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ffir die Anwendmig des so fniebtbaren Theoremes von Mac Lauriii 
eine nteht geringe DDbequeinlidikeit , in so fem wir genothigt siod, 
bei jeder neuen uns vorkommenden Funktion Fix) die Untersuchung 
über Lim Rn auch wieder von Neuem vorzunehmeo. Es wäre daher 
in hohem Grade wüDschenswerth> ein ganz allgemeines Kennzeichen 
zu haben, mit Hülfe dessen man der Funktion F(x) gleich im voraus 
ansehen könnte , unter welchen Bedingungen das aus ihr hergeleitete 
Rn sich der Null als Gränze nähert oder nicht. Man kann die Sache aber 
auch noch unter einem anderen und sogar bequemeren Gesichtspunkte 
betrachten. So wie nämlich zwischen F{x) und der Reihe 

F(0) + fFCO) + ^^F-m + .... in inf. 

nur dann eine Identität statt findet^ wenn Lim jß» = ist, so kann 
man auofa umgekehrt behaupten, dass wenn jene Identität vorhanden 
ist, auch Ai=0 sein müsse. Denn gesetzt, man hätte auf einem von 
dem bisherigen ganz verschiedenen Wege gefunden 

F(x) = F(ß) + JF'(0) + ^^ r'(ß) + .... in inf. (18) 

und die Bedingungen kennen gelernt, unter welchen diese Gleichung 
besteht, so würde liian dieses Resultat mit dem Mac Laurin'schen 
Satze zusammenhalten können, nach welchem 

F(^) - LimÄ, = F(0) + 5F'(0) + ^^ ^''^®> + - '^ *"^' 

sein muss; hieraus ergiebt sich dann 

F(jr) = F(;r) - Lim Ä,», 

mithin LimJ?n = 0. Es wäre also die Frage zu beantworten, unter 
welchen Umständen besteht die Gleichung (18)? 

Um aber die Allgemeinheit so hoch als möglich zu treiben, ist 
uns noch ein Schritt nuthig. Wir haben uns früher nicht darauf be- 
schränkt, die Variablen in den Funktionen als blos reell anzusehen, 
sondern auch imaginäre Wertbe derselben zugelassen, wir müssen da- 
her auch die jetzige Untersuchung so allgemein halten , dass sie den 
Fall imaginärer Veränderlichen in mch schliesst. Zu diesem Zwecke 
denken wtruns X unter der Form ii + v V— l stehend, wo natürlich 
auch t^oder v, die als reell vorausgesetzt werden, der Null gleich sein 
darf. Berücksichtigt man noch , dass eine zweltheiifge Gt dsse von 
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der Form te+vV — 1 stets auf das Schema ^(cost-|- V^^sin-e) ge- 
bracht M^erdeti kann*), so spricht sich das Thema der jetzt ndthigee 
Untersuchung in folgender Frage aus: 

Welche Eigenschaften müssen der Funktion F(x) zukommen 
und welchen Bedingungen muss x unterworfen sein, wenn 
die Gleichung: 

Fix) = F(0) + ^r{0)+ ^ F"(0) + .-. 10 iof. (19) 

worin a: unter der Form g (cos r + V^ — 1 sin r) vorausgesetzt 
wird, gelten soll? 

$ 38. 

Beziehungen zwischen einer Funktion und ihrem ersten Differenz 
ziaUfuotienten bei imaginären Variablen, 

Da die Gleichung no. (19), ganz im Allgemeinen betrachtet, eine 
Beziehung zwischen einer Funktion und ihren successiren Dillerenzial- 
quotienten enthält, so wird es vor Allem darauf ankommen, zu ent- 
scheiden, in wie fern sich die Relationen, welche wir bei reellen Varia- 
blen zwischen einer Funktion und ihren Differenzialquotieoten statt fin- 
den sahen, auf imaginäre Veränderliche ausdehnen lassen. Wenden 
wir uns daher zunächst an die einfachste dieser Relationen nämlich 

F(b) - F(a) 
= Lim6{P(a) + P(a+S) + F(a+2d)+... + F'(a+^^^S)\ (1) 

worin 

, fr— ö 



*) Aus U+v V^ = Q (cos r + V"— 1 sin t) folgt n&njlich gtottr^ «f« , 
sin T = V 9 mithin 

((»cosr)*-f (psint)« = tt^+v* oder q = V W* + t/* 

psinr V . . t' 

=^ = — oder tanr = — , 

QCO%t U Ü 

womit Q (der sogen« Modnlfls) und x (das Argoment) .bestimmt, sind. 
For roeHe u voA «, die in jener Form immer TorausgeMtzt werden, fnllen 
auch e <uid' t immer reell aus. 
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ist und die Funktion F(a:) iiod ebenso i^(^) als stetig und endlich von 
x=a his a;=iO vorausgesetzt werden« damit keine der Grossen 

F(b) , F(a) , r(a) , F' (a+8) , ... f'(a+;r=ri^ 
zweideutig oder unendlicli ausfalle. 

Substituiren wir jetzt für F(;r) eine andere Funktion , weldiedie 
imaginäre Grosse V — 1 = i enthält, nehmen also etwa 

F(x) = /•[r(cosa?+ V-isinoj)] = f(re^), (2) 

so ist die Operation des Differenzirens ganz gleichförmig ausfuhrbar, 
wie schon in der ersten Abtheilung gezeigt wurde. Für 

ist nämlich 

d. i. 

Sollte nun die Gleichung (1) auch jetzt noch gelten, so müsste nach 
Substitution der Werthe von F(x) und P{x)i • 

. . . + e («+«i=^J i f (re (»+^^^) i) } (4) 

sein. In wie weit diess richtig ist, ergiebt sich durch folgende 
einfache Betrachtung. 

Man denke sich die Funktion /'(rc«) dergestalt zerlegt, dass 

/•(rc'O = 9)(r,a:) + iXr,a:) (5) 

ist, wo (p(r,ar) und i/;(r,a:) ein paar reelle Funktionen von x sind; 
man hat dann durch Differenziation nach x 

rie^*r(re'i) = (p'(r,x) + it/;'(r,ar). 
Setzt man hier der Reihe nach a , a + d , a + 2d , ... a + n^d für 
x, addirt sämmtliche so entstehende Gleichungen und multiplizirt diese 
Summe mit ö, so folgt 

+ i.Ä{t/;'(r,a) + i(;'(r,a.+ «) + V(r,a+2S) + ...+^'ir,a+ir^ld)}. 
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Ist DUO der Werth von r so gewählt*), fla»» keine der Funktiorien auf 
der rechten Seite unstetig oder unendlicb wird, dass also auch g^ir,x) 



*) Man könnte für den ersten Augenblick glauben, dass anf den Werth 
YOn r nichts ankumme, weil er bei der Differenziation nach X als Constante 
figurirte ; man darf aber nicht vergessen , dass eine Funktion tob einer Vari- 
ablen X und einer unbestimmten oder willkührlichen Constanten r im Grunde 
eine Funktion zweier Variablen r und or, und die Differenziation nach x eine 
partielle ist; es kann daher auch zusammengehörige Paare van Worthen für 
r und X geben, für welche diese Funktion unstetig oder unendlich wird. Ein 
Beispiel zum obigen Satze wird diess erläutern. Sei nämlich /(9) = Arctan s, 
so wird 

mithin 

ripxifi(rext\ — r/(cos3r+/sinar) _ r^(cos3?-f/sinar) 
^ ^ ^ l+{r(cosar+/sinar)}«"~l+r«cos2jr+/r«sin2ar 

und wenn mau Zähler wie Nenner mit t -f r* cos 3:r — ir^ sin2x multiplizirt, 
nach leichter Reduktion 

__ r(l — r»)sin3r r(l-fr«)co8ar 

■ • 1 



l+2r«cos2ar+r* ' 1 + 2r*cos2a?+ r* 
also 

fr ^— ^(1— r*)sin3r 
^ v**»*^— l+2r'»cosar+r*' 

In der obigen Formel darehlftnft nun x das InterTall x^a hu 7=s4, indem 
es nach and nach alle Zwischenstufen a-\-d ^ a-^-TS eU:, ersteiglis . war« al»Q 

z. B. aK^^unA ^ > •^, so käme auch der Wertli X^^ niltvor^ indem eine 
2 2 ^ 

jener Zwischenstufen etwa a-{-kS = -^ würde. In diesem Falle ist dann 
1^ . i.*x r(i— r«) r 

Man übersieht hier auf der Stelle die Determination, welche für r eintreten 
muss; es darf nämlich r nicht =1 sein. 

Ebenso leicht findet man umgekehrt für r = 1 

^ ^ cosa? 

also v>'(l ^ x) = , woraus folgt, dass das Intervall a bis ö nicht 

cos^r 

den Werth— einschliessen darf, weil sonst ^'(l,ar) unstetig würde. 
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und ip(r^x) selbst stetig und eodlicb von :r=a bis xssb bleiben, so 
erbaiteo wir als GrftDEvrertb der recbtsn Seite ffir ooendlich abneh- 
mende i 

tp{r,b) — g)(r,a) + i\ipir,b) — if(r,a)\ 

= 9>(r,*) + tXr,*) — {fp(r,a) + i^(r,a)) 

d. i. nach do. (5) 

Are«) - Ar«-) 

und kommen hiermit wirklich auf die vorhin blos hypothetisch aufge- 
stellte Gleichung (4) zurück« 

Um die Bedingungen ihrer Gültigkeit kurz aussprechen zu kön- 
nen, wolle» wir noch als Definition festsetzen» dass unter Stetigkeit 
und Endlichkeit einer Funktion mit imaginärer Variablen die Stetigkeit 
und Endlichkeit der beiden reellen Funktionen rerstanden werden soll. 
In welche man sich jene nach dem Schema (6) zerlegt denken kann. 
Die Bedingung, dass die vier Funktionen q>(r,x) , ^(r,x) ,g>'(r,x), 
if'ir^x) endlich und stetig bleiben sollen, reduzirt sich nach diesem 
Sprachgebranche darauf, dass f(re*^ und e'^f'(re*^ endlich und stetig 
sein müssen oder, weil e*^ = co8x + isiux schon an sich stetig und 
endlich ist, auf die Bedingung der Stetigkeit und Endlichkeit von fire*^ 
und f (re^. Schreiben wir endlich noch der spftter nStbig werdenden 
Bezeichnungen wegen f für x, so können wir folgenden Satz aussprechen: 

Wählt man die Grusse r so, dass die Funktionen /'(z) und 
f'(z) endlich und stetig bleiben, sobald man zzzir^ und t 
willküfarlicb innerhalb des Intervalles f=a bis t=b nimmt, 
so gilt für 

n 
die folgenhe Relation: 

Lim ö t e^if {re^ + e(«+^)«/' (rc(«+'^0 + «(«f «^)«/ (reC« f 2^)») + ... 

. . . . + c(«+»^*«/' (re(«+«^^)«) ) , (6) 

worin sich das Zeichen Lim auf das unbegränzte Wachsen 
der ganzen positiven Zahl n bezieht. 

Es liegt hier der Gedanke nicht fem, a und b so zu wählen, 
dass die beiden Grossen 

e^ = cos a '{• i sin a 
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and ' i 

einaDder gleich werden, ivodarch sich die linke Seite. unsrer in (6) ver- 
zeichneten Gleichung auf Null reduziren wurde; es ist aber nichts 
leichter als diess, man braucht nämlich blos a=0 und 6=:2n; zu set- 

zen. Ausserdem wird dann noch d= — , wobei wir zur Abkürzung 

Jti ^' 27t ^ . . 27^ ^ 
efli=:e^ =COS l-ism — rr:-^ 

setzen wollen. Berficksiohtigen wir eadllch, dass cos ^-f'isin ^ tod 
<= — OD bis t='^co keine anderen Werthe annimmt als solche > £ees 
von if=0 bis t^=2x bekommt, so ergiebt sich noch das üiieoren: 

Wählt man die Grosse r so, dass die Funktionen /*(z) und/* (z) 
endlich und stetig bleiben, wenn man für ganz. beliebige t die 
Variable z=re** setzt, so gilt die Gleichung 

Dass die Gültigkeit dieser Formel sogleich ein Ende hat, w^m» 
eine Unterbrechung der Stetigkeit oder ein Ua^odlicfa» erden i^on /(«) 
oder f'(2) für z^^re^ vorkommt, sieht man sehr leicht an einzelnen 
Beispielen. Bemerkenswerth in dieser Beziehung; is^ die Annahme 
f(z) = Iz. Vermöge der Formel 

/(a + /3() = i/(a«+iJ«) + iArctan^ 
ergiebt sich dann 

/(re'O = ^(»- cos «+ ir sin =J/(r^ +iArcUD(iattQ, 

Nach unserem Sprachgebrauche heisst nun Stetigkeit und End- 
lichkeit von /(re'>) nichts Anderes als Stetigkeit und Endlichkeit von 
i/(r*) und Arctan(tanO« Nun ist i/(r^ stetig und endlich für jedes 

von verschiedene r, also muss erstlich r^ sein. Lassen wir aber 

in Arctan (tanf) die Variable t das Intervall t=0 bis tzziin durchlau- 

n 
fen, so tritt schon an der Stelle t = ^ eine Cnterbreehung der Conti- 

nuität ein. Es ist nämlich, wenn 8 eine bis zur Gränze Null abneh- 
mende positive Grösse bezeichne: 
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Lim Arctan [ tan (n — *) ] = Arctan [ + x ] = -f ^j, 

Lim Arctan [tan(2 + ^] = Arctan [—x]=—ä' 

An der Stelle ^ = ä springt also die Funktion ti = Arctan (tan t) 

von ««=+2 "ach it=— j über. Die Gleichung (8) gilt daher nicht für 
f(z) = lz, und in der That ist dann f(2)=-, mithin för ein ganzes po- 
sitives m 

«-r(H>-)=e-j~=J. 

folglich jener Gränzwerth nicht =zO, sondern =-• 

Es ist nun auch sehr leicht, den Gränzwerth von 

anszumitteln^ wobei F(r,n) zur Abkürzung gebraucht wird. Es wird 
nämlich 

dr ~~ n * 

mithin wenn S ein kleines Inkrement von r bezeichnet: 

d 
= + 6, 

wo B eine mit S gleichzeitig bis zur Null abnehmende Grösse bedeutet. 
Gehen wir in dieser Gleichung zur Gränze für unausgesetzt wachsende 
n über, so ist wegen no. (8)^ wenn wir hmF(r,n) kurz mit F(r) 
bezeichnen 9 

F(T + S)—F(r) 

3 =' 

und wenn wir noch die Gränze für unendlich abnehmende d nehmen 

F'ir) =0 



Digitized by VjOOQIC 



200 

ffir jedes beliebige r. Hieraus folgt sogleich , dass F(r) selbst oder 
LiiiiF(r9n) von r unabhängig , d. i. eine Constante , sein müsse. Diess 
giebt den Satz: 

Wählt man die Grösse r so^ dass die Funktionen /'(z) und /^ (z) 
endlich und stetig bleiben , wenn man für ganz beliebige t die 
Variable z=ire^^ setzt , so gilt die Gleichung: 

Da der vorliegende analytische Ausdruck aus f{i) dadurch gebil- 
det wird, dass man für z der Reihe nach r ^r^ ^ r-^* , ... rd^-^ ^eizt, 
von den so entstandenen Werthen der Funktion das arithmetische Mit- 
tel und von diesem die Gränze für unendlich wachsende n nimmt, so 
dürfte es nicht unpassend sein, das Endresultat der genannten drei 
Operationen d i e Mittelgränze von f{z) für r als Modulus zu 
nennen und in folgender Weise zu bezeichnen: 

i;^m±m±fm±::±f(^^^^Mrm\. (11) 

Bevor wir weiteren Untersuchungen über diese jeder Funktion zugebo* 
rige Constante Raum geben , wollen wir erst einige Beispiele für die 
Bestimmung derselben betrachten und zwar solche, die uns beim spä- 
teren Verlaufe der Untersuchung selbst wieder von Mutzen sein werden. 



§.39. 
Bestimmung der Mittelgränzen einiger Funktionen. 

I. Bleiben die Funktionen f(z) und f (z) endlich und stetig von 
2 = ro(cos<+tsin<) bis z=ri (cos ^-f-i sin Q, wobei immer i vuUig will- 
kührlich gelassen wird und 1*01 Vi zwei verschiedene W^rthe des Afedulus 
r bezeichnen, so hat die Mittelgränze vermöge ihrer Unabhängigkeit 
von r für alle r zwischen Vq und rx den nämlichen Werth ; glückt es 
also, sie für r=ro oder r^^ri zu bestimmen, was in speziellen Fällen 
sehr leicht sein kann, so gilt der gefundene Werth für alle nicht aus-> 
serhalb des Intervalles r^^r^ bis r:=ri liegende r. Von besonderem Vor« 
theile ist diese Bemerkung in dem Falle ro==0, wo also /'(z) und f (2) 
stetig und endlich von z=:0 bis z = rx(cos<-(-tstn^) bleiben; man hat 
dann sehr einfach flir r=:0 
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mithin allgemein 

Mr\f(z)]=m.n>r'l0. (1) 

Nimmt man z. ß. f{z)z=zz^^ so wird 

f{r^) = r<"(co8m<-|-i8inm<K 
f{r^) = mr"-Mcos(iii — l)/+»Vm(m-l)/)- 

Setzt man m als positive ganze Zahl voraus » so giebt es keinen Werth 
von r und t, für welchen die vier Funktionen 

r<"€osm<, r">6inm^, r"^*co8(m — 1)«, r«-*sin(m— 1)* 

unstetig oder unendlich würden; es ist demnach zufolge der Gleichung (1) 

irr|z«)=0. (2) 

Diess lässt sich auch aus derDefinitien von Mr{t^\ nachweisen. Man 
hat nämlich 

= Lim - { r* + (i^)" + (r^« +....+ (rd*-*)« ) 

=Lim— {l+^*+^"+..-.+^<*-*>*). 
Stellt man die eingeklammerte Reihe in der Form 

dar 9 so findet man leicht ihre Summe: 
Veimoge der Bedeutung von ^ ist aber 

mn— j 

^^zsze « := cosSm^r + iaiuimn^ 



„^i 2m» . . . - 

0~ = 6 » = cos — — +«sm ; 

mithin 

läM , » T • '^^ 1 — cosSnwr — i sin 2mit 

üf,|»-)=Lim-.- 2m» . . 2m»' (3) 

1 — COS — »sm 

n n 

der Z&hier ist hier zwar xsO, aber man darf daraus nicht scUiesiscB 
wollen, dass der Gränzwerth ebenfalls Mall sei; es ist nSmUdi 
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Lim(l-co8^)=0 , Lim «ln^r=0 
n n 

und folglich stellt sich das Ganze unter die vieldeutige ForBi 

Wendet man dagegen im Zähler und Nenner die bekannten goniometri 
sehen Formeln 

1 — cos2t£=2sin^u, sin2tf = 2sinucosu 
an, so wird 

1^ i . w. r"» sin WITT sinmTr — tcosm^r 

ürrU*" =A4im -— — ; \ -'— 

, mit , m% , fAn 

nsm — sin icos — 

n n n 

und unter Berücksichtigung , dass 

Limsm — =0 , Limcos — = 1, 
n u 

/ sm — \ 

Lim (n sin — ) = Lim f ^ \m7t=mx 

ist, ergiebt sich endlich 

«^ . . r^siumn sinmn; — icosrnn ..^ 

d. i. ilfr{2"*}=0 wie früher» weil sin m7r=:0 ist 

IL Sind die Funktionen /*(z) und /^(;) stetig und endlich für jedes 
r>0 an bis ins Unendliche hinaus, so kann man ilfr(/*(z)} oft dadurch 
leicht bestimmen, dass man zuerst den Werth von ilfr{/(z)| in dem 
Falle aufsucht, wo r ins Unendliche wächst, was ebenfalls unter Um- 
ständen sehr leicht ist So z, B. für /(z) = — ist 

j^. _^ 1 coBm<-->isinw< 

T\ ) r*"(cosm^-|-2'siD^0 *^ 

und ähnlich 

imd bei ganzen positiven m sind beide FunktioBen sittig uad eadlioli 
für alle r>0 und sonst beliebige t Ansserdem ist 
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iIf,|^l=Llin;^| + ^ + (i^y + ...+ (1)"-* 



Bestimmt man zuerst Siriz^] föi" r=Qo, so ist, weil Lim — =0 wird 
rar r=roD, ilfo^)! — )=0 und folglich allgemeio 

üfr(^)=0,r>0. (5) 

Man kann diess auch leicht aus der Formel (4) ersehen » wenn man da- 
selbst ( — m) an die Stelle von m setzt, wodurch 

^ . 1 . sin mn sinm?r-f- tcosmyr 

''*««*"■ r"^!« ' • 

zum Vorschein kommt, was in der That =0 ist, wenn nicht r=:0. 

III. Wäre die Funktion fXz) und ebenso ihr Differenzialquotient 
endlich und stetig von r=:0 bis r^-ri und dann wieder von r:=Ti bis 
r=OD, so bestände sie gewissermassen aus zwei aneinander geschobe- 
nen stetigen Funktionen und man wurde ihre Mittelgränze für alle r 
zwischen und ri dadurch bestimmen, dass man r=:0 nähme uod für 
alle r^Ti dadurch, dass man r=QO nähme. Diese Bestimmungen kön- 
nen natürlich verschieden ausfallen und dann hat die Funktion zwei 
Mittelgränzen , von denen eine f&r das Intervall r=:0 bis r=:ri und die 
andere für das Intervall r^Vi bis r=<x> gilt. Z. B. fär 

/'(i) = -~^, also f (t)=— , ^ ,a 
wird 

f(T^i\ r(cos^+tsin<) 

f (re«)= (ycos*— a+trsin/)«" 
und wenn wir um grosserer Allgemeinheit willen 

a= ( (cos T -|- 1 sin t) (6) 

setzen, wo ^ und r gegebene Grossen sind, so ist 

'^ ' rcos^— ^cosr-|-i(rsin/ — ^siuT) 

und wenn Zähler wie Nenner mit rcosf — ^ cosr— {(rsin^^ psinr) 
multiplizirt wird, so ergiebt sich nach einer kleinen Reduktion 
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r^-^TQ cos {t — t) . ygsiD(^— t) 

"^ (r cos <— Q cos r)* -f (r sin < — ^ sin r)« * (rcos^-^^cosT)H(rsiD^~9siiir)2' 

Hier kann nun für ^=r eine Unstetigkeit eintreten ; denn es wird in 
diesem Falle 

und folglich muss r von q verschieden sein. Ganz ebenso verhält es 
sieh mit f (x^)* Man sieht diess auch noch etwas kürzer auffegende 

Weise. Die Funktion ■ wird nur in dem einen Falle unstetig und 

zugleich unendlich, wo zz=za ist *), also für 

r(co8<+isinO=p(cosT + isinT), 
woraus folgt r cos <= ^ cos t , r sin / = ^ sin t und mithin 

<=r, oder =r + 2jr, t+in, etc.. 

Das erste kann man nicht hindern, weil t ein vOllig willk^hrlicher 
Winkel ist, dessen Allgemeinheit nicht beschränkt werden darf, dage- 
gen kann man verhindern, dass r=p wird, indem man r^Q setzt. Da nun 

f(z) und f(2) stetig und endlich bleiben für r<^ und dann wieder für 
r> 9, so ist im ersten Falle 

und im zweiten 

Da ferner für jedes t und r=0 in unserer Funktion 

f{r^i) = 
ist) so hat man auch MQ{f(z)\z=Os folglich 



*) Man hat nämlich für % = a-i-d, wo S eine bis zur Gränze Null abneh- 
mende GrÖMC bezeichnet, 



lind für »=ö — S 



Lim —1-= Limi+i = + od 



Lim -1- = Lim 1=:^ = . 
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J»*r\^J = 0,r<Q. (7) 



Ffir r=x ist dagegen 

f(re^ = 

1—2. cos(<— t) — i5-gin(<— t) 

Lim ' 

(cos t — ?^cost)* + (sio^ — ^sint)* 

T T 

WO sich das Zeichen Lim auf das unendliche Wachsen ron r bezieht, 
oder 

^^""^ ^ (costy^ 4- (sinO« "^ *' 
mithin 

ilf,{A,),=:Llmi±l+A±..I±l=l. 

Hieraus folgt dann allgemein: 



^'l,-:b| = i -'•>*• ^^> 



Man kann zu diesen Resultaten auch auf einem zweiten , jedoch weni- 
^gm direkten Wege gelangen. Erinnert man sich nämlich an die Formein 

ji-^ = l + « + «« + 1*3 + ... (9) 

j^ = tt + tt« + tt» + II* + ... (10) 

welche einzig und allein für tt<l gelten, so ist für u = —9 also z<a 

a 

z 

z a ^ 



z — a I £ a a^ W 

a 

und nun findet man die Mittelgänge sehr leicht, wenn man berücksich- 
tigt , dass immer 

Mr{ipiz) + i,{z) + .. } ^ Mr\q>(z)] + Mr{^{z)] + ... 
ist» wie man. ohne aUe Schwierigkeit aus der Definition der Mittel 
gränze ersieht^. Es ergtebt sich so 

\z — a] a . a* o* 

Digitized by VjOOQIC 



806 

d. i. nach Formel (2) für m = 1 , 2 , 3 , . . . 

^z — a' 
Dagegen ist für ff = - , wo nun 2 > a sein muss , 

; — -= r — *+T+? + ^+ ••• 

z 
mithin 

oder unter Anwendung der Formel (5) 

^z — a^ 
Die Bedingungen 2 < a und 2 > a gehen aber für 

z = r(cos< + isinO » a=Q(co8r + ißinT) 
wegen des beliebigen r in r < p und r^g fiber wie oben. Diese Ab- 
leitung setzt indeftseo voraus , dass 4ie Gleicbmgr (9) au^ ftlr imn^- 
näre u in Anspruch geoomroen werde» dürfe; diess lä«st sich in 4er 
That rechtfertigen^ wie sich im folgenden Paragraphen zeigen wird, 
wo wir den Gebrauch jener Formel nicht umgehen können. 
IV. Um auch ein allgemeineres Beispiel zvi haben, sei 

A0 = ^> 

dabei 9(2) eine Funktion, von der wir voraussetzen, dass sie selbst 
nebst ihren Differenzialquotienten bis zum mten inclusive endlich und 
stetig bleibe, und dass für 2 = die Funktionen 9(2) , (p' (z) , g>"(z), 
. . . ^(«»-i) (z) sich sämmtlich annulliren. Fängt das Intervall, innerhalb 
deren die Funktion und ihre Differenzialquotienten stetig und endlich 
bleiben mit dem Werthe 2=0 oder r=0 an, so ist 



^^^^=^o1^^H^. 



Da nun aber fflr 2^=0 die Funktionen 9 (2) , 9' (2) , tp'^iz) , ...9(»*— ")(2) 
sämmtlich verschwinden , so ist für diesen Wertl^ von 2 

-m fiiz""-! m(Tn — 1)2«»-*'" m(m— 1)...2.1 

15 
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in^^li) 'V^9L^ 0ieb «ehr leiebt überzeugt^ daes der zweite Beweis » wel- 
cher 10 §. 2ß* (Mx die Regel gegeben wurde, nach der man den wab* 
reo W^th de«( ^ield^atigen Quotienten ^ aufsucht, ganz gleichfurmig 
auch auf den Fall passt^ in welchem die Variabele aus einer ims^inä- 
ren Gegend her bis zur Stelle Null gekommen ist. Man hat daher für 

2=0 

(p(z) — yC") (0) 

folglich wenn die Funktionen 

(p(z) , (p'{z) , g)''(:), •.. g>i^)(z) 

sämmtlich stetig und endlich bleiben für alle Werthe des Modnlas Ton 
r = bis r=ri 

Mr j^U=^':A. ,r,>r> 0. (11) 

c 2"» 3 1.2. 3. ..m = = 

Ist die ebenerwähnte Bedingung der Stetigkeit und Endlichkeit vod 
q> (z) ^ 9>' (z) , ... etc. nicht erfüllt, so darf man auch die Richtigkeit 
des gefundenen Theoremes nicht behaupten, weil die Regel zur Auf- 
j^ediüng Ädeür Wahren Werthes unbestimmt scheinender Quotienten sich 
auf die Voraussetzung stützt 5 dass die Funktionen im Zähler und Nen- 
ner nebst ihren Differedzialquotienten bis inclus. den ersten nicht ver- 
schwindenden stetig und endlich seien. 0a nun in unserem Falle 2^ 
sammjt seinen üiflfereiizialc|uotienten schon stetig und endlich ist, so 
bedarf es blos noch der vorUn ausgespraehenen Bedingung. 

Nimmt man 

so wird, wie vorhin verlangt wurde, 

(p(0) = , 9'(0) = , y''(0)= , ... g)(»^-i)(0) = 

dagßgeu > , 

g>("')(0) =! F^CO). (12) 

Da nun ferner leicht erhellt, dass der Ausdruck 

welcher, e»pe givpze nationale und algebraische Funktion voa 2 darstellt, 
immer endlich und stetig ist, sobald nur nicht eine der Gröe»en F(0), 
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F* (0) etc. UDM^Heh gros» wird , so ist rar Stetigkeit und Endlichkeit 
TOD (p(x) , y (*) , 9»"(») ... 9)<">(«) weiter nichts als Stetigkeit und 
Endlichkeit von F(s),F'(z),F»(2),...f\-)(j) nSthig. Alsdann ist nach 
no. (11) and (t2) 

_ jP")(0) 
~" 1.2...W* 

Andererseits aber ist die linke Seite auch 

1.2..,(?lt — l) ^ 2 ' 

d. i. nach no. (5^, wenn z>0 oder r>0: 

= l«r^^>^. (14) 

Aus der Vergleichung der in no. (13) und (14) gefundenen Resultate 
ergiebt sich nun sogleich folgender Satz: 
Bleiben die Funktionen 

F(z),F(z),F'(z), ... F(«)(i) 

endlich und stetig fSr alle Werthe des Modulns r, welche 
innerhalb des Intörvalles r==0 bis r=^Ti Hegen ^ so ist 

von welchem wir gleich nachher Gebrauch machen werden. 

§. 40. 

Atigemeines Kennzeichen für die Anwendbarkeit des Sattes 

tion Mac Laurin. 

Die wichtigste Anwendung , welche sich von der Theorie der 
Mittelgränzen machen lässt, besteht darin, dass man zeigen kann, wie 
jede gewissen Bedingungen Genüge leistende Funktion als Mittelgränze 
eines sehr einfachen Ausdruckes angesehen werden darf. Setzen wir 
nämlich in der Gletebtmg 

15* 
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welche so lange gHt, als sich f{z) und f'{i) stet^ Sndem nnd nicfat 
unendlich werden, 

so ergiebt sich f(ß) = und also 

j, .,fW-F(a), „^ 
^ z^a ' 

Man übersieht aber leicht, dass so lange F(z) , jP(z) und F'(i) ste- 
tig und endlich bleiben» dies« auch mit f(z) und f'{z) der Fall sein 
niuss. Denn vrenn bei dieser Voraussetzung eine Unstetigkeit in den 
Werthen von /(z) eintreten sollte, so konnte diess nur für i z:=. a 
der Fall sein; aber für z=^a-[-it ^o ^ eine anbegränzt abnehmende 
Grösse bezeichnen möge, haben wir 

A«+d) = («+*) ^(«-»-O-^W 

— 

raithin _ 

also wird auch hier f{a) noch nicht unendlich oder unstetig, voraus- 
<resetzt, dass a noch in demjenigen Intervalle liegt, innerhalb dessen 
F{z) nnd F'(2) stetig und endlich bleiben. Ebenso hat man 

_ ^ (z^a)F(z)-[F(z)^F(fl)] F{i)-F{a) 
' ^^> " ' (z— a)2 ^ "^ J^I^ 

und hier könnte ein Unendlich- oder Unstetigwerden nur in 

{z^a)P {z) ^[F {z )--F{a)'\ 

für z=za vorkommen; der wahre Werth dieses Ausdrucks ist dann aber 
^^F'\<i) und folglich findet keine Unterbrechung der Stetigkeit oder 
Endlichkeit Statt, sobald F"{z) stetig und endlich ist für ein Intervall, 
welches a umiasst. Die Gleichung (1) gilt also für alle r, welche 
innerhalb desjenigen Intervalles liegen ,_ in welchem F{z) , F'iz) und 
F^(z) stetig und endlich bleiben. Andererseits folgt aber aus (1) 

f Z — «5 ^ z — a 3 
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Wenden wir hier die unter oo. (7) und (8) des vorigen Paragraphen 
gefundenen Formeln an» indem wir q den Modulus von a nennen, so 
erhalten wir 

und 

Mr^^^l=F(a),r>f (2) 

und hier ist die letztere Gleichung von besonderem Interesse, indem 
sie uns zeigt, dass jede Funktion einer beliebigen GrOsse a als Mittel- 
gränze eines gewissen Ausdrucks angesehen werden kann ; nennen wir 
noch und r^ die Gränseo, innerhalb deren F(2) , F'(2) und F"(x) 
endlich und stetig bleiben, so sind die Bedingungen (üt die Gültigkeit 
von DO. (2) noch schärfer ausgesprochen: 

»•i > r > ^ > 0. 
Um nun weiter gehen zu können, müssen wir uns zunächst versichern, 
dass wenn der Modulus von a kleiner als der von z ist, die Gleichung 



Z'-a I a 



= t + T+^+-- (3) 



z 



welche ursprünglich nur für reelle a und z bekannt ist, ihre G^iltig 
keit behält. Substituiren wir für a und z ihre Werthe: 

2 = ricost-i-isiBt) , a= ^(cosr+tsinr), 
so wird 

ß _Q COST-f 2sinT 
z ""r cos^-f isin^ * 

d. i., wenn man Zähler und Nenner. mit cosf-^-isinf multiplizirt , 

J=7[cos(T-*) + isin(r-e)], (4) 

wo wir zur Abkürzung 

J=y,r— *=© (5) 

setzen wollen. Ferner ist 

_z^ __. r (cosf-f JsinQ 

2 — a~^(r cos t— Q cos r) + 1 (rsin t — Qsin t) 

und wenn man Zähler wie Nenner mit 
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iniiltipBcirt : 

I r* — r()C08(T — <)-t-yggin(y — <) 

z — a~" (r cos< — ^ cos r)* -|- (r sin <— ^ sinT)' 

Berücksichtigt man, dass der Nenner auch 

=r*— 2r^cos(r— () -|- ^« 

ist und diridirt Zähler und Nenner mit r*, so kommt 

, 1-^cos(t-0+iJ-8ln(T-.0 

^"^" l-2^-co8(r_l) + (ty ' 

d. I. nach der in no. (5) eingeführten Bezeichnung 

1 1 *^y cos 6 + ty sin B 

z — a 1 — 2^cos6-|-9^ 

Substituiren wir diess in no. (3) und bemerken» dass nach (4) und (5) 

-= 9 (cos 8 -|-t sin 6)» 
folglich 

— = 9"*(cosm6-|-isinm6) 

ist 9 so ergfebt sieb 

1 — y cos 6 ->- tysin S 

1— 2^cose + 9« 

= 1 + ^(cos e+isinO) + 9^(cos2e + 1 sin 20) 

+ ^^(cosa© + tsinS©) + .... 

oder durch Vergieichung der reellen und imaginären Partieen 

1— ycosO \ 

l-.2^cose + ^« j (6) 

= l+7cos« + 9«cos2©+^»cos30 + .... ) 

ysinO \ 

1-2^cose + ^a j g^ 

= gsiB 6 + 9>sin2e -f g^ sin 36 + .... ) 

Wenn nun die Gleichung (3) für imaginäre a und z richtig bliebe unter 
der Voraussetzung, dass der Modulus q von a kleiner als der Modu- 
US r von z ist, so müssten die daraus abgeleiteten Gleichungen (§) 

und (7) für jedes beliebige S gelten, so lange g =:^ unter der Einheit 
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liegt. Dass dem id der That so «ei, ergiebt »ich auf folgende Weise« 
Es bezeichne Sn die Summe der n Glieder enthaltenden Reike 
l + ^cos© + «/2cos2©+ v'cosSÖ + .... + ^«-1 cos (« — 1)6. (8) 

Muitipliziren wir dieselbe mit 

1— 2^cose + ^«=(l + y«) -2«/cos© 

und zerlegen jedes Produkt von der Form 

2 cos mS cos S 
in die Cosinussumme 

cos(ot — l)ö + cos (w + l)0> 

so erhalten wir sehr leicht 

= 1 + ^a — 2ycos® 

+ (\+q^gcose --^«(l + cos2e) 

+ (l + 9*)^*cos2e — y«(cos0 + cos3«) 

+ h + q^ 9^ cos 30 — ^ (cos 20 + cos 40) 



+ (1 + ^2)i^icos(«— 1)6 — ^«(cos (w — 2)0 + cos w0). 

Nimmt man diese Grossen in vertikaler Richtung zusammen, so ent* 
stehen durch Auflösung der Paranthesen vier verschiedene Colonnen, 
deren Glieder sich^ wie man sehr leicht übersieht , so weit betrenf; däss 
man übrig behält 

(1 — 2^C0S + ^2)5^ 

= 1 — 9COS0 + gr«+^cos(«— 1)0— ^''COSW0, 

woraus sich sehr leicht ergiebt: 

1 — ycos0 ^€os(w — 1)0 — c os nS ^ 
'^— 1— 2iycos0+^2+ l--2^cos0 + ^ ^"" ^^^ 

Die Reihe in (6) geht aber aus der in (8) hervor, wenn man in der 
letzteren die Gliederanzahl n ins Unendliche wachsen lässt; wir müs- 
sen daher den Gränzwerth des Ausdruckes in (9) für unausgesetzt zu- 
nehmende n aufsuchen , wobei es blos auf den Gränzwerth von 

fircos(ra — 1)0 — cosn0 ^ ,,^. 

^ l-2yco8e-|-g^ ^ <'•?> 

ankommt, da das erste auf der rechten Seite in (9) stehende Glied von 
n gar nicht abhängl. Bei wachsenden n oszllliren nun die Cosinus von 
(n — 1)0 und 910 immer zwischen -f i und ^ i bin und her und der 
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Zähler In no. (10) erhält offenbar seinen grussteo Werth, wenn cos (7t— 1)9 
= -|-l 5 cosn6=— 1 ist, woraus folgt, dass, wie gross auch n sein 
möge, der fragliche Quotient die.GrGsse 

9 + 1 

nicht übersteigen kann. Da nun aber für 9<1 die Potenz q^ kleiner 
als jede angebbare Grosse gemacht werden kann, so folgt 

Lim 5 — o^^ ia ■ a y" =0 
1 — 2qcosS + q^^ 

und um so mehr 

-, qcosCn — l)ö — cos«© ^ 

1 — 2^COS© + 9r'* ^ 

folglich durch Substitution dieses VVerthes In no. (9): 

w. „ 1— ^cosÖ .- 

^'^^^i--2qcose + q^^9<l 

und diess ist in der That nichts Anderes als die Gleichung (6), weil 
jetzt Lim Sn die Summe der ins Unendliche fortgesetzten Reihe (8) 
bedeutet. 

Durch ein völlig analoges Verfahren überzeugt man sich von der 
Richtigkeit der Gleichung (7). Mao setzt nämlich 

Sn = qsine + q^siD 2S + q^sin 3© + ... + ^-^ sin (n — 1)6, 

multiplizirt beiderseits mit 

i^2qcoB0 + q^=:(\+q^)^2qcose 

und zerlegt rechts jedes Produkt von der Form 

2 sin mß cos & 
in die Sinussumme 

sin (m— 1)© + sin (m + 1)Ö. 

Auf diese Weise findet man ohne Schwierigkeit 

(l-2^cose + ^2)Ä„ 
= y sin © -(- 9^+^ sin (n — 1)© — y"sin n& 



oder 



^ ysin© q6iü(n — 1)©— sinw© 

'^""1— 2ycos© + y*^ 1 — 2ycos© + y2 T 



und mittelst .Ueberganges zur Gränze für anaosgesetzt wachs«nde n für 
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fvas mit der Gleichung (7) zusammenfallt. ' . f . 

Addirt man nun die Gleichungen (6) und (7), deren Richtigkeit 
wir so erkannt haben, nachdem man die letztere mit i= V — 1 multipli- 
zirt hat, wendet rückwärts die Substitutionen in no. (5) ah und setzt 
am Ende 

rieosi-i-iBinij^z , ip(cosr+tsinT) = a, 

60 kommt man auf die Gleichung (3) zurück und hat damit ihre Gültig- 
keit für ^<r bewiesen. Hiervon lässt sich nun eine wichtige Anwen- 
dung auf die Gleichung (2) machen ; durch Subsätution von (3) in (2) 
wird nämlich 

F(«) = 

yÄrti- (i) + o— ^-f-a»-^+«»-p- + .... I 

oder auch 

«,if(,)i+«»S+..*j^^j+....|'>»,'«»' 

Erinnert man sich nun, dass die Mittelgränze einer 'jeifen:FiaAttMli 
eine constante Grosse ist, so erkennt man io der vorliegenden Gleichung 
eine Formel, welche zur Verwandlung einer Funktion F(ä) in eine nach 
steigenden Potenzen von a fortgehende Reihe dient. Es fragt sieb nun 
blos noch, unter welchen Bedingungen die Coeffizienten dieser Poten- 
zen, nämlich die Mittelgränzen s • <!t< 

endliche Grossen werden, weil sich sonst das erhaltene Resultat unter 
die nichtssagende Form F(a)=:oo JtxdboD etc. stellen würde. iÜlürauK 
antwortet uns die Gleichung (15) des vorigen Paragraphen , wonach 

\F(zn FW(0) ^. .0 

ist, sobald F(2),F'(2),F'(2),....FC"»)(2) endlich und stetig bleiben in- 
nerhalb eines gewissen Intervalles r=0 bis r=zri. Bringen wir diesen 
Satz für m s , 1 , 2 , 3 , in inf. io Anwendung» . sqi ergleM m»h ane 
no. (11): 
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F(«) = F(0) + «q^ + a^^ + .... j ^^^^ 

wobei die Funktionen 

F(z) , P(z) , F'(i) , F»(2) , .... in inf. 

endlich und stetig bleiben mfissen von r = bis r = ri. Wenn man 
nun berücksichtigt, dass die gefundene Reihe mit der im Mac Laurin« 
sehen Satze vorkommenden identisch ist, so ergiebt sich folgendes 
wichtige Theorem: 

Wenn eine Funktion F(z) so beschaffen ist, dass sieb tBt 
js=r(cos*+V^ — Isin^ ein Intervall r=0 bis T=:ri angeben 
I9sst, innerhalb dessen bei beliebigen t und ri>r>0 die ge- 
nannte Funktion nebst allen ihren Differenzialquotienten ins 
Unendliche hinab stetig und endlich bleibt, so iässt sich die-« 
selbe für alle diejenigen Werthe a:=^(cosT+V — 1 sinr) In 
eine Reihe von der Form 

verwandeln , deren Modulus q innerhalb jenes Intervalles bis 
Tx liegt und deren Argument r beliebig ist; die erwähnte 
Reihe fallt mit der im Theoreme von MacLaurin vorkommen- 
.den zusammen. 

Das so eben ausgesprochene allgemeine Criterium für die Anwendbar« 
keit des Mac Laurinschen Theoremes gehört unter die Sätze, welche 
sich leichter vermuthen als beweisen lassen. Dass man in der That 
Grund genug hat, einen derartigen Satz als Fundamentaltheorem für die 
Theorie der nach steigenden Potenzen einer Variabelen fortgehenden 
Reihen zu vermuthen, möge folgendes wohl nicht überflussige Rai- 
sonnement darthun. — Wer verlangt, dass F{a:) als Summe einer 
Reihe von der Form -4 + Är+Ca:^-f etc. erscheinen solle und demge- 
mäss hypothetisch die Gleichung 

F(x) = A + Bx + Cx^+.... (13) 

aufstellt, der schr^bt offenbar der Funktion dieselben Eigenschaften 
zu Ivie der Reihe, denn sonst wäre eine Gleichung zwischen beiden 
eine vollendete Absurdität. Welche «ind denn nun aber 4ie fiigtn«» 
sehaften der Re^he? Es ist nicht schwer, deren wenigstens einige «i 
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entdecken. Bezeichnen wif die Reihe kurz mit Q(a:) und setzen x als 
reell voraus, so erhellt zunächst sehr leicht, dass 0(x) eine stetige 
Funktion von x hem muss und das Nämliche gilt auch von den Diffe- 
renzialquotienten 0'(x), 0^(x) etc. Soll nun eine beliebige Funktion 
F(x) der Reihe 0(x) gleich sein, so kann dies offenbar nur so lange 
geschehen, als auch F(x), P{x)y F"(x) etc. immer stetig ble'iben. 
Würde dagegen eine dieser Funktionen an irgend einer Stelle x=z^ 
discontinuirlich , so kann für ar>^ offenbar gar keine Gleichung zwischen 
F(x) und 0(x) mehr bestehen, wenn sie vorher, d. h. für a:<S, be- 
standen hat. Das Verlangen nach einer solchen würde mit der geome- 
trischen Forderung eine stetige und eine unstetige Curve durchweg zur 
Deckung zu bringen , auf ganz gleicher Linie stehen. Wären ferner die 
Constanten A, B ^ C etc. sämmtlich positiv, so würde ^(x) desto 
grosser sein, je mehr x betrüge, also 0(x) eine von ars=0 bis x=(x> 
beständig zunehmende Funktion bilden. Daraus folgt denn wieder, dass 
zwischen F(x) und 0(x) für alle o; nur dann eine Gleichung bestehen 
kann, wenn F(x) ebenfalls eine durchweg wachsende Funktion ist; 
nähme dagegen F{x) zu von x = etwa bis x=z^', aber ab sobald 
x^i' geworden ist, so könnten F(x) und 0(x) höchstens für die in 
dem Intervalle x = bis x — ^' enthaltenen x gleich sein , und wäre 
diess der Fall, so kann für a:>| ganz sicher keine Gleichung zwischen 
F(x) und der Reihe mehr statt finden. Biess lässt sich noch bestimm- 
ter an einzelnen Beispielen nachweisen. Gesetzt z. B. wir hätten 
gefunden : 

ohne zu wissen wie weit diese Gleichung gilt, so lässt dich sogleich 
die Gränze angeben,. über welche hinaus die Gültigkeit derselben sich 
nicht erstrecken kann. Es folgt nämlich durch Differenziation 

da nun hier für x^=i eine Unstetigkeit eintritt, in so fem die linke 
Seite die zwei Werthe +(x> oder — od hat, jenachdem ar=Lim(l — d) 
oder s Lim (1 -|~ ^) ist, so folgt, dass wenn die Oleiohung yon actcO 
bis jp =2 i besieht (und das wissen wir nach dem Früheren), sie über 
1 hinaus keinen Bestand mehr haben kann. Das' {ßmltühe ^t<danii 
aacii von der Glek^ui^ (14). Ebenso konnte man dus zweite der ge- 
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gfebetien Criteiven anwenden, indem man die Gleichang (t4) in folgen- 
der Form dftfsteltt: 

Da nun die Reihe lauter positive Grossen enthält, so bildet sie ffir 
positive wachsende x eine zunehmende Funktion; diess ist aber mit 
der Funktion auf der linken Seite nicht der Fall ; letztere nimmt zu 
von a:=3 bis ar=l, wo sie ihr Maximum 1 erreicht und sobald .'C>1 
ist, findet eine continutrliche Abnahme in ihr statt. Die Gleichung (15) 
kann also bei positiven x höchstens von a:=:0 bis a?=l gelten« 

Wenn nun aus diesen BetrachtuDgen ganz sieher hervorgeht, 
dass die Funktion F{iK) nur dann mittelst des Mac Laurinschen Theo- 
remes verwandelt werden kann, wenn sie gewissen Bedingungen ge- 
pQgti so fragt es sich immer noch, ob sie, wenn diess letztere der 
Fall ist, sich verwandeln lassen mnss, oder mit anderen Worten: 
unser EUisonnement giebt zwar die Nothwendigkeit gewisser Bedingung 
gen ^Xk^ aber es bandelt ach nicht um Mos nothwendige Bedingungen» 
sondern Jüm solche, die zugleich nothwendig und hinreichend 
sind. Diese letzteren nun haben wir . durch das vorhergehende Theo* 
rem kennen gelernt und zwar in der wünschenswerthen Ausdehnung 
auf nicht blos reelle Werthe^er Variabelen. 

Beispiele zum Theoreme des vorigen Paragraphen. 

Der grosse Vortheil, welchen das im vorigen Paragraphen aus- 
gesprochene Criterium ffir die Anwendung des Theoremes von Mac 
Laurin darbietet, besteht darin, dass man sich die oft sehr umständ- 
liche Betrachtung über den Gränzwerth der Grösse Rn in §. 37. völlig 
ersparen und zugleich die gewonnenen Resultate auf imaginäre Werthe 
der Veränderlichen x ausdehnen kann. Einige Beispiele mögen diess 
zeigen. 

!• Sei zuerst F(ar)=:(l-|-a:)/*, so haben wir zwei Fälle zu un- 
terscheiden, ob nämlich (i ganz und positiv ist oder nicht. Im ersten 
Falle sind auch P(x), F"(x) etc» Potenzen mit ganzen positiven Ex- 
ponenten , von denen jeder nächstfolgende um eine Einheit kleiner als 
der vorhergehende ist; es kommt daher unter diesen Funktionen eine 
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vor, irelehe sich auf eine blose Constante reduztrt, wähfead alle Badir 
herigen der Null gleich sind. Da nun keine der Funktionen. J^^» ^C^)» 
F"{z) etc. eine Potenz mit negativem Exponenten darstellt, so kann für 
ein endliches bestimmtes x niemals ein Unstetig- oder Unendlichwer- 
den irgend einer jener Funktionen eintreten und daher, gilt die für 
(1-fa:)" gefundene Reihe ganz allgemein bei beliebigen a?, wenn ft 
ganz und positiv ist. Anders dagegen wird die Sache für nicht ganze 
positive fi. Dann haben wir für JFXn)(^) die Formel 

und da man n so gross nehmen darf als man will , so kann man auch 
n>fi machen« wodurch 

F(»)(^)=^(,*-l)(p-2),...(^-« + l)(-q^;;=^ 

wird. Hier kann nun allerdii^s eine Unterbrechung der Continultät 
eintreten, sobald nändich ar= — l oder, wenn ^=i*(cosf+isin^ ge- 
nommen wird, r=l, <=3r ist Es muss folglich der Modules- von jr 
kleiner als der Modulus r^ = t sein, för wekben die Unstett^keif und 
hier auch gleichzeitig die Unendlichkeit von 1*» {a^ zum Voiftschein 
kommt. -— Diess Alles zusammen glefot den Satz : 

Die Gleichung 

gilt für alle x wenn f& positiv und ganz ist, ausserdem nur 
für solche x^ deren Modulus unter der Einheit liegte 

Für reelle x kommen wir hiermit auf das Frühere zurück ; bei imagi- 
nären X, etw*a 

x=zq (cos T + t sin r), 

darf demnach r beliebig sein, wenn ^<1 ist. Diese letztere Stibstku^ 
tion giebt zu einer eleganten Transformation Vei:anlas$uDg. Setzen 
wir nämlich um kurz zu sein 

l'-H* 1.2 -'**' JTO -'^ ''*'^- 

so ist jetzt 

[1 + p(cost + isfair)]^ 
= l + f*i^(cosr + isinr) + f4a9a(co»2|r +'asin2t) 

+ f*»^'(cos3ir.+ f8m3T)+.... (2) 
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Setzen wir dagegen 

t + ^ (cos r + t «inr) = R(eoB T + i sin 7^, 
so folgt 

R€0HT=:i + QC0ST , R8inT=Qmnr, 
und 

(Äcos T)« + (Äsin T)*=i + 2pco8T + ^« 

Ä=(l+2^cosT+^^i. (3) 

RmnT _ ^_ gsinr 
Rcos T—^"" ^ ~l + ()cosT 
mithin 

r=Arctan , |^'°^ +Ait, (4) 

wo 5 wie immer, Arctan den kleinsten aller zu einer gegebenen Tan- 
gente gehörigen Bugen und k eine positive ganze Zahl bezeichnet. 
Für die so bestimmten Wertbe von R und T M nun 

[l + ^(cosr+isin «)]/*= Ä" (cos 7 + tsin 7y* 

= Rf* (cosftr + isin^T), (5) 

indem man sich leicht überzeugen kann, dass die Formel 

(cos 6 + tsin O)"« = cos nid + i sinmO, 

welche wir in der Einleitung flBr blos ganze positive m gelten sahen, 
auch für jedes andere reelle [» gilt *), Durch Vergleichung der reellen 
und imaginären Partieen in (2) und (5) ergiebt sich jetzt: 



^ iSinA nämlich p und Q beliebige positive ganze Zahlen , so ist 
(cos- 9 + ( sin^ö)» = co9p9+i •Inpe ~ (cosd-f-/sin&)P 
folglich durch beiderseitige Ansziehang der ^ten Wurzel 

cos^Ö + /sin^ := (cösÖ + Zsinö) *, 
9 9 

uras umgekehrt geschrieben den Beweis liefert, dass die oben erwähnte For- 
mel auch dann gilt, wenn m ein beliebiger positiver Bruch ~ Ist* Wäre fer- 
ner m eine positive Irrationalzahl, so kann man sich dieselbe als Gränzwerth 
eines rationalen Bruches— (etwa Dezimalbraches) denken, indem man sich 

p und g stetig ändern lässt. Für Lim — =: m beweist man hierdurch die Gut- 
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Rf* cosftr= 1 + ft|^co8T + fi2^*eos2T + •... (6) 

Die ganze Zahl k, welche vorhin noch unbestimmt blieb» lässt isich 
jetzt leicht bestimmen; ffir ^ = wird nämlich i2s: 1 , T^^kn^ folg- 
lich nach no. (6) 

cos ^kn = 1. 

Da aber fA eine ganz beliebige Grösse bedeutet, so kann diese Gleichung 
nur bestehen wenn £=0 ist Vermiige der Werthe von R und T er- 
giebt sich dann 

(l +29COST + ^a)i^co« (ft Arctan f:^^^) 

= i + ^^cosr + fi2^^cos2r -|- fi^^^cosST + .... (7) 
und 

(l + 2p cos tr + ^Win (p Arctan j^-^) 

= f*ipsinr + |[i2p*sin2r + fAg^^sinST-f .... (8) 

und diese Gleichungen gelten für ganz beliebige Qy sobald fi eine po- 
sitive ganze Zahl darstellt, ausserdem nur für p<t. 
11. Sei ferner F{x) st: /(i+^)> ^Iso 

so giebt es für x einen Modulus, bei weichem F(^){x) unstetig trnd zu 
gleicher Zeit unendlich wird, wenn man nämlich o: = r(cosf-|-iBinf), 
^rr TT , r= 1 also a:= — 1 setzt. Die Reihe für den Logarlthimis von 
\-\-x gilt demnaqh nur so lange, als der Modulus von x unter der 
Einheit liegt Bei reellen x kommen wir hiermit auf das Frilhere zu* 



tigkeit des Satzes fär irrationale positive m. Aus diesem Allen erhellt, das» 
derselbe fär jedes positive m gilt. Man hat nun weiter 
1 _ 1 



i^cos ef -|- 1 «m V) ••• cos z/iw -f- 1 sm wi» 

= cos C— »1)0-1-/8 
d. i. 



(cos 9 -f /sine)» cQ%m9-{-imme 

= cos(— iw)ö-|-/sin(— »l)Ö, 

(cos 9 -f /sin &)(->») = co8(— »2)d-t-/sin(— /»)9, 
woraus man ersieht, dass der Satz für jedes negative M gilt, wenn er für 
jedes positive m richtig ist ; nach dem Vorigen folgt jetzt die allgemeine Gül- 
tigkeit desselben. 
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rOck; bei imaginären 3t also x^^(eosT-f»suiT) wird 

/[l + ^ (cos r -f- isin t)| 
= i^(coST+ isinr)— 4^2(cos2T+isin2T)+ i^»(cos3r + tsin3r)— ..., 

und wenn man links die Formel 

l(a\^i) — \Ui^\?^ + lArctan^ 

a 

für assi-f pcosr , /Jt^^sior anwendet^ sa fiodet man durch Vißrglei- 
chung der reellen nnd imagioären Partieen 

4/(1+2^ C0ST + ^«) j ^y^ 

== l^cosr — 4^^cos2r-|-J^'cQts3T- ... \ 

A . psinr \ 

Arctan --f / 

l^^COST ^ (10) 

wobei immer ^ < 1 sein muss. Für ^ = ^ giebt die letztere Formel 

fiftoh das bewerkenswerthe Kesultat: 

Arctan^ = i ^, — j ^84.,^6_..., (11) 

auf welches wir bald zurückkommen werden. 

III. Für F(x) = C wird F(«)(ar) ebenfalls =«?*; femer ist Iot 
imaginäre x etwa ^ = 1«+« 

e* =: e<*(eos«'f t'sinu) 

und da nun 6^ cosu nnd sin» durchweg stetige Funktionen sind» so 
folgt, dass F{x) y Fix) y F" {x) etc. für alle x stetig und endlich 
bleiben, dass mithin die Reihe für e* ohne alle Einschränkung gilt. 
Nimmt man wieder ar=p(cosr+isinT), so wird 

gp(cogT+/«int) 
— 1 4- g(cosy+»siBT) ^ ( ^ (cos 2t H- t sin 2y) i. 

■ P^(cos3r 4*isi D8y) , 

+ r273 — ■*■• • 

und wenn man berücksichtigt, dass 

g(>co«r + /(»«iiir = c(»co«T[cos(9sinr)+isin(9sinT)] 
ist, durch Vergteichung des Reellen und Imaginären beiderseits: 
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uCc«««cos(^sinr) 

=^+~r"+"T:r"+T:2:3 + - 



(12) 



g(,co8rsio(^sinT) j 

_^sinT o^sin 2T o^sipSt [ (13) 

- 1 + 1.2 + 1.2.3 +••• ) 

giiltlg fiir jedes; beliebige q. Nimmt man nocb ^=0 ' '^ ergidbt «leb 

COS Q — 1 — £72"^ l.2,3.4"^1.2..,6 + - ' 

s»n^— 1—17273+1.2. 3.4. Ö""" — ' 

wie wir ebenfalls scbon auf anderem Wege gefunden baben. 

Auf ganz gleiche Wei^e wurde man sich überzeugen, dass die 
für coso: und sinjr entwickelten Reiben für jeden beliebigen Werth von 
a: den genannten Funktionen gleich gelten« wobei wir uns aber nicht 
aufhalten wollen, da diese Betrachtung zu keinen wesentlkcii ifeven 
Resultaten führt. Wichtiger dagegen ist die Anwendung des Mac Lau- 
rinschen Satzes auf einige zusammengesetztere Funktionen, wobei wir 
noch die Reihen für tano?, cot^r, cosec x, seca:, Arcsinoruod Arctan^r 
kennen lernen werden. 



§•43. 

Anwendung des Mac Laurinscheti Tlieoremes auf Funktionen v#n 
Exponenztalgrössen, 

Da sich das Mac Laurinsche Theorem auf jede Funktion anwen- 
den lässt, deren höhere Differenzialquotienten durch eine independente 
Formel dargestellt werden können, so liegt der Gedanke sehr nahe, 
auch die zusammengesetzteren Funktionen, deren Differenzialquotienten 
wir früher aufgesucht haben, in dieser Rücksicht zu betrachten und wir 
wenden uns daher zunächst an die aus Exponenzialgrussen zusammen- 
gesetzten Funktionen. 



I. Sei zunächst 



''(-)=?rVi' 



SO haben wir nach §. 21. Formel (4). 



16 
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n / «« \«H-1 

+(-i)-^-+.(pr+T) . 

wobei ffir irgend ein ganzes positives p die CoefBzieoten mittelst der 
Formel 

J,=p-- (p-l)i (p-1)« + (p^l), (p-2)«- (p-.l)3 (/i--3)«+ .. (1) 
bestimmt werden. Hieraus folgt nun 

In In I • {^^Unu 

_FW(0)=2/i-^/i+pJi-... + ^-5;|4-^«+i 
und wenn wir zur Abkürzung 

setzen, wo nun An eine v^Hig bekannte Grosse ist, 

F(«)(0) = — A. 
Nach der Mac L^urinscben Formel ergifbt sich nun sogleich 

6' + l""2^ 1 ~ J.2"~1.2.3"''*' ^^ 

Ohne aber die Werthe von Ax, A^ etc. zu berechnen« kann man schon 
im Voraus leicht absehen, dass A^, A^, A^ etc. sämmtlich der Null 
gleich sind. Aus der obigen Formel kann man nämlich noch die fol- 
gende ableiten: 

1 e^— l _^ia; A^^ A^^ 
2e' + l— 1 ^l,2+l.2-3 + — 

und ebenso ffir negative a: 

JL SUlli— Atx A^a^^ A^x^ 
2'e-*+l"~"" 1 + 1.2'~1.2.3*^ •• 

Nun ist aber 

e-' + l^l+c*"^ e' + V 

folglich muss auch 

AiX A^x'^ AjX^ 



=-t^ 



1 "^ 1.2 ""1. 2.3 + " 
+ 1.2 +073 + 
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sein und diese Gleichung reduieirt sich auf die folgenden : . . 

— ^i=— ^1 , +^a=— -4a,— -48 =— Ja , +^=— -4^, etc. 
oder 

^2=0,^4=0,^5 = 0,..- 

Berechnet man die Werthe der übrig bleibenden Grossen Ai ,A^ , ^6« •••> 
80 findet man einen Zeichenwechsel in ihnen, nämlich Ji =-7, ^3=—^ etc 
und daher ist es vortheilhafter auf folgende Weise zu bezeichnen : 

2=i li n i » ( — i)nn . 

^=("-^> ' j~/i-2^Ja + ...+l^"A.-KJ (4) 
so dass 

wird, wobei n immer ungerade ist. Bei dieser Bezeichnungsweise und 
unter Weglassung der Grössen A%9 A^, A^ etc. stellt sich die Gleichung 
(3) in folgende Form : 

?qri-^2 — r+r72T5^l.2.3.4.ö+ •• ^^^ 

Es ist nicht schwer, die Gränzen für die Gültigkeit dieser Gleichung 
anzugeben. Die Funktion auf der linken Seite bleibt nämlich so lange 
endlich und stetig als der Nenner nicht Null wird, was für 4c=:ffV— 1 
eintritt. Es muss folglich der jedesmalige Modulus von x kleiner als 
n sein. 

Zur Berechnung der mit C bezeichneten Grossen kann man übri- 
gens noch eine andere Formel aufstellen , wenn man sich erinnert , dass 
zufolge des §. 21. auch folgende Gleichung gilt: 



Z>» 



(^) 



worin für ein ganzes positives p 

f,=p»-r» + l),Ö^-l)*+(n+l)«(p-2)«~... (6) 
ist. Es folgt dann, weil F(«)(0)=s:— -4« war, für a:=0 

16» 
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und nach der Relation zwischen An und d fflr ein m^radea i» 

und man wird nun zur Berechnung von d diejenige der Formeln (4) 
und (7) henatzen» bei welcher der Calcül am bequemsten ist. 

11. Wollte man das Mac Laurinsche Theorem auf die analoge 

Funktion 

1 

anwenden, so würde man schon das erste Glied unter der Form q- er- 
halten, und in der That ist hier jener Satz gar nicht anwendbar, weil 
die vorstehende Funktion für a:=0 ein* Unterbrechung der Stetigkeit 
erleidet und unendlich wird. Dagegen kann man 

setzen, da diese Funktion für a:=0 den endlichen Werth 1 annunmt 
und ebenso wie ihre Differenzialquotienten stetig und endlich bleibt voii 
a: = bis ar = 27C V^ , wo eine zweite ünstetigkeit eintritt. Wollte 
man hier die hüheren Differenzialquotienten wirklich entwickeln und 
dann in ihnen a:=0 nehmen, so würden sie sich sämmtlich unter der 

vieldeutigen Form 'q—'q + n* ^^^ präsentiren; diess lässtsich indes- 
sen durch einen sehr einfachen Kunstgriff vermeiden. Man hat nämlich 

a: a? _. 2ar ' 

ex— l e'+l c^— l' 
fol^ich 

J^^_^\ dfx \ rf / ar Y 
daf^ye^'-ij dxAe'+iJ dx«\e^---lj 

Setzt man in dem Gltede auf der rechten Seite 2^ =y , so ist auch für 



= *(a:), 



e' + l 

= F»)(y)-2» 

oder 

fX«)(ar)- 0"(ar) = 2»F«)(ar). 
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Für xssO ergiebt stdi hieraus 

i?\»)(0)--aK«)(0) = 2»#xn)(a), 

folglich» wemi man F\^)(0) ab Unbekanote ansieht, 

,x.,(0) = _:^. (9, 

Es käme also blos darauf ao <P(*)(0) zu fiDden, was aber sehr leicht 
ist, wenn man die Gleichnng (5) mit x mnltiplicirt. Man erhält näm- 
lich zunächst 

9{x)-^x -j- + i 2.3 1.2.3.4.6 + ••• 
UDO da andererseits nach dem MacLanriDSchen Satze 

*(.) = *(0) + *^).+ ^..+ ... 
sein muss> so erhält man durch Vergleichung beider Resultate leicht 

0' (0) = i , *(»)(0) = (-1)1 nC^ 

für gerade n, 

und = 
fSr ungerade n. 

Mithin ist nach no. (9) 

tör gerade n, 

^ und =0 

für angerade ». 

Es bt demnacb, wenn wir fOr F{x) , F(ß) , P(ß) etc. fhre 
'Wertbe substitoiren : 

X . 1 . 2G a* 4Q x* 

eck »« ,.f.. 

Setzen wir noch zur Abkürzung 
woraus umgekehrt 
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*W.=^«^ 



folgte 80 können wir die unter (5) and (10) gewonnenen Resultate in 
folgender Form darstellen: 

l _l (2«--l)g, (24-l)&, \ 

?Tl""2 iTT^^^ 1.2,3.4-^ ""-• [ (it) 

mod. x^jt, ) 

C — l""a:""2'*'1.2^"'l.2,0^ + • [ (12) 

und in diesen Formeln ist 

oder auch 

wobei die Grössen J und £ nach den Formeln (1) und (6) berechnet 
werden. 

Durch Addition der Gleichungen (11) und (12), unter der Bemer- 
kung, dass 

1 l 2e* 2 



c* — 1 ^e*+ 1 6^— l*"c'— €-* 
ist, ergiebt sich noch 

2 _t (2« ~2)g, (2^-2)2^ ) 

«*-e-^"~.T"" 1.2 ^"*^ 1.2.3.4 '*^"'*- [ (15) 
mod« ar<9r. ) 

111. Ein etwas complizirteres Beispiel ist das folgende. Es sei 

g^ x___2 26* 

'^*^— e'+e-'""e«' + l' 

so hat man nach der allgemeinen Formel no. (7) in §• 20«, wenn man 

A')=3+i 

setzt. 
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F(»)(a:)=Yl, ff («*) +I75«a «='/•{»') + J3;3l,c»'r(«') + - 

Es ist aber nach Formel (12) in §• 14. 

2cos»[ (/?+l) Arctan — ] 

/(P)(z) = (-.l)Pl.2-..p (z^ + l)i(p+i) "^ ^ 

mithin 

/(.)r^)-r_l^Pl 2 2cos[(y-fl) Arctan 6"^ 

uod wenn dies für p = l^ 2^ 3, ••• n in die Formel für F^*){x) substi- 
tuirt wird» so ergiebt sich 

• 2 cos (3 Arctan e -*) 
(e«- + l)* 



. . ,.„ » „ 2co8r(tt+l)Afctan'<-'} 
(e«« + l)-ä- 

folglich ffir x=0 wegen Arctan 1 =t» 

2cos^ „ 2cos?f , 2cos^-i^ 

wobei wir zur Abkürzung 
cos-^- 



Zit in 

COS-7- ^ COS-j- 

-Äicos^ + Äa-^r;^— ÄaTTT^Ti + ... 



COS <"+/)" 



setzen wollen. Es ist dann jFV>) (0) == An und mithin 
Für negative x hätte man ebenso 
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ir^+e*""^ l'^^1.2'^ 1.2.3^ +•• 

Hier sind nnn die linken Seiten beider Gleichungen einander gleich 
and folglich müssen es auch die rechten Seiten sein. Aus dieser Be- 
merkung erhält man ^1 = ^8= ^6 ^tc, = und also bleibt ibrig 

Berechnet man die Werthe von A^ , A^ etc. nach Formel (16), so fin- 
det man einen Zelcbenwechsel in denselben und daher ist es passend, 
folgendermassen zu bezeichnen : 

3ff 4« 5» 

««<'"»T >-''"*T «»***T 
i?.» = (-l)« [K,-^ _if,-^+£;_-^ _ ... 

,, cos(?!LHL« 
damit die Grussen B^ positiv bleiben und 
ist Für die nach der obigen Formel bestimmten Werthe von B ist nun 



e' + er-* 1.2 ' 1-2.8.4 , ,j^ 

mod ^ < -^ 

Die b$Dzugefügte Bedingung moda:<-^ ergiebt sich aus der Bemer- 

kune, dass die Funktion 

2 ^ 2g^ 

e* + c-' 6** + l 
und deren Differenzialquotienten nicht eher unstetig oder unendlich wer- 
den, als bis a: = otV — 1 geworden ist. 



§44. 

Die Reihen für die Tangente, Cotangente^ Cosekahte 
und Sekante. 

Nachdem wir früher gezeigt haben, auf welche Weise sich cosa: 
und sin;r mittelst des Mac Lanrin sehen Theoreraes in Reihcfn verdran- 
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dein lassen, liejgt es ulis noch ob,, die Reiben fär tan^^coto:, 
cosecar uod seco: zu entwickelD, womit daoo die Ätifgabe» eine direkte 
Däberuiig8\veise Berechnung der goniometnscbeo Fonklipneii ABzugebi^ 
vollständig gelOst wäre. Zur Erfüllung der gestelMeo Forderung be- 
darf es aber gar keines neuen Calcfils, indem die g^soeliten Keib^ 
sich aus den im vorigen Paragraphen entwickelten durch ein paar ein- 
fache Transformationen sehr leicht ableiten lassen« wie aus dem Fol- 
genden erhellen wird. 

I. Subtrahiren wir beide Theile der Gleichung (11) von-^ mit, 
der Bemerkung y dass 









1 


1 


1 e»— 1 


1 




"a 




2 


6*+!- 


•2 V+r 


-i' 


2 


ist, 


80 


ergebt sieb 
















1 

2* 


X 


-f (2« 
-1 


^'- 


(2*. 

i.! 




»». 



mod^ < n* 

Nehmen wir hier x = z ST — 1 , wo nun x der Modulus von x ist, und 
dividiren beiderseits mit V— 1 = i, so wird 



2 « 1^ . -|«"~ 1'^ 1.2.3.4 '^ 



(1) 



Die linke Seite ist hier nichts Anderes, als i tan -|-; aus den Gleichungen 

cos- + £sini-=e4* 

cos^— tsm-g =e^" 

folgt nämlich durch Subtraktion und Addition 

. z e^*— 6 «• -(2) 

"^"2= 2? 
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ood durch Dirisioii mit der zweiten in die erste 

•/ — "f 



2^1 »* _»i 



und folglich haben wir noch oo. (i) 

* 2— 1.2 ^ 1.2.3.4 ^ 



(4) 



X < »• 



Setzen wir endlich noch z = 2x and muitipliziren beidenieite mit 2» so 
ergiebt sich ffir 2a; < » 

tao^r - 2«(2«-l)A , 2«(2«-l )ü^ 

■ 2«(2«-l)g. . , ^ 

+ 1.2.3.4.5.0- *^+-- j ^, 

II. Durch beiderseitige Addition Ton -a-zur Gleichung (12) des 
vorigen Paragraphen erhält man leicht 

1 ei+e~f _ 1 . ^ , B, . . 

3 "1 — I;=:i + 0*"0X4'' + • 

modo: < 2it 
und für a;=3;V^— 1 nach Multiplilcation mit V^ — 1 = i 

a'"|i^ =T<""* *-^ 1.2.3.4 
z < 2» 
d. i., wenn man dasjenige berücksichtigt, was sich durch Division von 
no. (2) in no. (3) ergiebt: 

-cot^ =7-1^^-0:3:4 *-"••' (6) 

« < 2w ) ' 

¥äv xix^ findet man. hieraus nach AlhltipUkation nut 2, 
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''" -"^ - ar 172 •* 17273.4 "^ 



a*~.. 



1.2.3.4.6.6 I (7) 

a: < n. ) 

in. Ersetzt man io der Gleichung (15) des vorigen Paragraphen 
ordarcb x^T — 1, multtplizirt nachher mit V — 1=< und bemerkt, dass 

2f _ 1 _ 1 

«*»—«—*' c** — «— *' sin a; 

~~^i — 

ist , so ergiebt sich auf der Stelle 

c„oec :r - S (2'-2)^i ^ fiH-2) ^ -. 
coseca:_^+^ * 1.2.3.4 * 



+ 1.2.3.4.5.*^ 
o; < )E. 



(8) 



Das Nämliche würde man auch durch Addition der Gleichungen (4) 
und (6) erhalten , wenn man die Relation 

^tan^ + ^cot^ 
j jsin-i cos|-j_ , 



2 'cos|- «in|-j 2cos|.sin|- *«»* 

dabei berücksichtigt und nachher x für z schreibt. 

IV. Substituiren wir endlich in der Formel (18) des vorigen 
Paragraphen a:V — 1 für x und berücksichtigen, dass 

2 _ 1 _ 1 

6**+r-*** e^'+e-** cosar 
-^ 

ist, so gelangen wir zur letzten Formel dieser Art, nämlich 



secx=l + flx^ + r^,a:*+^,z^+... 






(9) 
Es verdient noch bemedit zu werden, dass man aacb die liögsrithmen 
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4er Cosinus ; ud9 SiQu«» oder wa9» abgeseben vom Vorzeichen > das 
Nämliche ist, die Logarithmen der Sekanten und Cosekanten mitteist 
der so eben entwickelten Formein in Reihen verwandeln kann. Es ge- 
schieht diess auf folgende Weise. 

V. Für 

F(j?)=/secd:= — Icoax 
wird 

ipÖ = tana:. 
dx 

und wenn wir diese Gleichung (»-^l}mal diffßrenziren : 

d^Fjx) __ <fr~^ ta n x 

oder für tana:=^(^) 

und folglich auch 

F(»)(0) = ^(*-i)(P). 

Aus der Gleichung (5) erhält man aber sehr leicht 

n 
wenn n gerade ist 

=0 
für ungerade n. 

Nach dem Vorigen folgt nun 

F(»)(0) _ W,^ff^l)Bn^i ][ 
1.2. 3. .n 1.2.3. .n *n 
für gerade n 

=0 
für ungerade n. 

Wendet man jetzt auf die Funktion F(x)zzzlsecx den MacLau- 
rin'schen Satz mit der Bemerkung an, dass F(0)=0 ist, so ergiebt 
sich auf der Stelle 



+ 1.2.3.4.5.6 ¥+• • ^"^ 



,-„-_ 2^2*-l)^ a^ 2*(2^1)g, X* 
tKcx—j-^ 2"+ 1.2.3.4 T 

2«( 
1.! 

nnd diese ClIeicbuDg gilt ffir alle «<|> n^eil die Funktion F(x) so 
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wie ihre Differentialquotienten erst aii der Stella ^^^o ullirtetig mid 
uneDdlich werden. 

VI. Nimmt man 

F(a;)=:/(a:eoseca:)=:/a: — Ismo:, 



so wird 



dx X 



folglich ifir — — cotxssV(x), 

#•(")(«) =«'("-«(ar) 
und 

F(«)^ = «f(— «(0). 

Stellt man aber die Gleichung (7) in folgender Form dar:' 

--cotx^-[^x + ^^x^+... 
SO findet man ohne Schwierigkeit 

fiür gerade n 

^0 • ^^•-■■' • -' 

fär ungerade n, mithin nach dem Früheren -\ .^ 

F(«)(0) _ 2^j;>^i J_ r .^ .J 

1.2.3..n l.i.3..n* « . 
ffir gerade n 

für ungerade it. 

Mit Hülfe des Mae Laurin'schen Theoremes ergiebt sich nun für. 
F(pp)i=zl(xcoaeca) und unter der Rücksicht« dass 



''<")=<Ä)='w='^ 



ist, 

/tecosec:r)-?!^ ^\ ^^« ^+ /in 

<Carcosec:r;-.—^.-^ +_—..-+... (H) 

und diese Gleichung gilt für alle ar < «, weil F(x) erst für j:=» un- 
stetig und unendlich wird. Eine etwas bequemere Form der Gleichung 
ist noch die folgende 
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2«ß, sfi \ a2) 

1.2^.4.5.6 • 6 f 

Differenzirt man die Gieicbungen (10) und (12), so kommt man natfir- 
lieh wieder auf die früheren in 0^) nnd (7) znrfick. 

$.45. 
Hie BemauUischen Zahlen und die Sekantenkoeffizienten. 

Wir balwii in den BetmchtinigeD der beiden vorigen Paragraphen 
folgende zwei Reihen von GrOssen kennen gelernt: 

nnd 

Bt » -fii * i% > -^> ••• 

welche in der gesanunten höheren Analysis eine wichtige Rolle spielen, 
wo sie bei mehreren Untersuchnngen yorkommen, nnd denen man dess- 
halb besondere Namen gegeben hat; e« heissen nämlich Bi , B^ , B^ 
etc. die Bernoulli sehen Zahlen und B2 9 B^ , B^ etc. die 
Sekante.nkoeffizienten, Wir wollen nun hier zeigen, auf welche 
verschiedene Weisen dieselben berechnet werden können , wenn man 
nicht von den bereits ent>?ickelten Formeln (13)« (14) und (17) in §.|43. 
Gebrauch machen will. 

I. Multiplizlri man die Gleichung (6) des vorigen Paragraphen 
mit sin z =2 sin -^ cos -^j so wird die lioke 3eite derselben 

-COB«» _ t + co*» 
und die rechte 

= sin,{i-^^,_j^,.-...,.. 

Setzt n^an nun für cosz und ainz die gleichgeltenden Reihen und führt 
die auf der rechten Seite angedeutete Multiplikation wirklich aus , so 
erhält man zwei nach geraden Potenzen von z fortschreitende Reihen, 
in denen man die Coeffizienten gleicher Potenzen von z mit einander 
verglekben kann« Fähren wir zur Abkürzung die Bezeichnung 



Digitized by VjOOQIC 



23ft 

ein, so giebt die Ausfährang der Multiplikation folgende Gleichung: 
, 1*« . 1 j4 1 2« 

+ I 5' ^ S^ VA' i 

(r ^6^ 3'.4' + l'.6'r 

+ ..... • 

und die Vi^leiebung der CoeflizieBteD voa i*, w» » etae gerade Zahl 
>Oist: 

1 1— 1 . Si Ba . Bj 

2 • n' "^Tfi)' ■•' (n— 1) .2' (n-5)'.4' "^ (n-5)'.6' •"• 

Durch Multiplikation mit (n-f 1)' ergiebtsich hieraus 
«+1 — . . («-H)« p («+l)«(«-l)(«-2) p 

"'' 1.2.3.4.5.6 ~~^»-" 

d. i nach der bekannten Bezeichnung der Binomialkoefßzienten 

und wenn man n=m — 1 setzt, wo nun m ungerade ist: 
»1—2 



2 



sm^i^ — m^B^ '^■rUfB^— . . . (1) 



Aus dieser sehr einfachen Formel erbfilt man leicht die Bemoullischen 
Zahlen, wenn man der Reihe nach m=3, S, 7 etc. nimmt nach fol- 
gendem Schema: 

m=3 giebt i =3.^1 folgl. Bi = ~ 

m=5 giebt i=10.Äi— 51^=10. J -ÖÄj felg«cb -B»^^ 

u. s. f. 
Hieraus ersieht maD » daas die Gi^icbung (1) irgend eine ßernoiiUifictie 
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UM ans afleD ibiM Vorgliig^iii teicchaM kkrt; daas sie ibKUd eine 
Mgentmito R«k«rsioii«forniel M. 

Mittelst eines gaos ahnKeben Veriahrens liesse sidi dm* eine 
ganze Reihe solcher ForaielD eDtmekelo; so hätte man z« B. «es (7) 

und aas no. (5) 

und konnte nnn flir cos^, sinjr die gleichgeltenden Reihen setzen, die 
angedeuteten Multiplikationen ansffihren nnd dann eine Coeflisienteii- 
vergleichnng ▼ornehmen ; man würde aber zu weniger einfachen Formeln 
gebtngen, weil die ▼erschiedenen Potenzen von 2 sich in diesen Caiciil 
einmengen. 

Behandelt man ebenso die Gleichung (9)» indem man 

l=cosjr(l+:^a:«+ |la^ + ^a^+...) 

und ffir cosx die gleichgeltende Reihe setzt, so erg^ebt sich ohne 
Schwierigkeit 

+ 

und folglich Ut der Cotfifizient von x^, wo m nar gerade seio darf, 
=0, d. i. 

O—i ^a I ^* -P« 1 

"""»»' (»i-2)'. 2" + (m-i)'. 4' (i»_^y.tf + • " 

Durch Multiplikation mit m' wird hieraus 

« »1(1»— 1) „ m(m—i)(ttt~2)(m—S) „ , 
*= 1.2 ^ 07X4 ^* + •• 

oder nach der Bezeichnung der BinomialkoeiBzienten 

i^^zm^B^-^m^^+m^B^--... (2) 

was ein der Formel (1) sehr analoges Resultat ist. Für m = 2 , 4 , 6 
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etc. fipdet man leicht Jy=t, ^4— ^> 1^1=361 u. s. w« fii« .S0lutlir 
tenkoelBzieDten sind übrigens lauter ganze Zahlen; defio da>iit ^nide 
ist» so bildet inm£m=jB» das letzte Glied in der Reihe (2)» lind da 
m^ , m4, , m^ etc. ganze Zahlen sind, so folgt jetst, Abls» wenn J^» 
B^ y Bq ,,, Bm—% ganze Zahlen sind» es auch Bm sein muss; nun ist 
aber ZC2=^1 und folglich sind auch alle übrigen SekantenkoeflSzienten 
ganze Zahlen » die beiläufig bemerkt ganz ungemein rasch steigen. 

Auch eine Relation zwischen den Bernouliischen Zahlen und den 
Sekantenkoeffizienten lässt sich mittelst der erwähnten Methode ent- 
decken, wenn man nämlich die Gleichung (9) mit sina: multipltstrt and 
in der so entstehenden Formel 

tanj:=sina:(l + ^?a:2 + ^a;4^...) 

für tan x und sin er die gleichgeltenden Reihen setzt. Vergleicht man 
nachher die Coeflßzienten von a:*", wo wi eine ungerade Zahl Ist, so 
findet man ohne Schwierigkeit 

^-^^^^^^^"^^H^^^^ (3) 

woraus man für »1=1,3,5, etc. die Bernouliischen Zahlen berechnen 
konnte, vorausgesetzt, dass die Sekantenkoeffizienten bereits be* 
kannt sind. 

IL Man kann dagegen auch solche Formeln aufstellen, mittelst 
deren man jede beliebige der mit B bezeichneten Zahlen berechnen 
kann, ohne die Vorgänger derselben zu kennen. Einige solcher, wie 
man zu sagen pflegt, independenter Formeln haben wir bereits ent- 
wickelt in no. (13), (14) und (17) §. 43.; wir stellen jetzt noch einige 
hinzu, welche vor jenen den Vorzug grösserer Eleganz haben. 

T"^*2y ™^* ^('^)> ^^^ ro«t 0(x) und 
seco: mit W(x)y so ist vermöge einer bekannten trigonometrischen Formel 

und folglich auch wenn man nach nmaliger Differenziation x:zd[) macht 

f\n) (0) r= a>(«) (0) + ^c») (0). 

Für ein ungerades n hat man aber vermöge der Reihen für 0(a:)ss:t&nx 
and. 5^(0?)= sec« 

IT 
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« + 1 

und für eio gerades n>0 

<P(")(0)=0, »Pt«)(0)=i:Ä., 

wo im ersten Falle & eine BernouUische Zahl und im zweiten einen 
Sekantenkoeflizienten bedeutet Nach dem Vorigen ist nun auch 

« + 1 I (4) 

= Bn för gerade n ' 

und man kann demnach aus dem nten Differenzialquotienten von 

tan (^ -f ^ j eine Formel zur Berechnoog der Bernoullischen Zahlen 

sowohl als der Sekantenkoeflfizienten ableiten. Um nun jenen Diffe- 
renzialquotienten zu entwickeln^ bemerken wir zunächst, dass 

F{x)=. tan Ij + ^\- = 

ist 5 oder wenn man cos^ und sio-^ durch imaginäre Ezponeozi&lgros- 
sen ausdruckt: 

S' . -5' . 1 ^ f ' -SA 



ef«+e-f*-.iGf'-.-^0^ 



d. i. durch Multiplikation von Zähler und Nenner mit ie^ ; 

FM- i(e^+l)+(e^-l) _ (i + l)c*^ + (f-l) 
^^^- i(ex.+l)_-(e^_l) -(i_l)ex<+(i+i)' 

und wenn man Z&hlcr und Nenner negativ nimmt: 

Durch Multiplikation mit t-jT-. wird hieraus unter der Bemerkung, dass 

l + i«=0 ist 

ijt/ v_ 1— tV< 



e«-l 
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wofür man endlich auch schreiben kann 



Hieraus folgt nun unmittelbar 

Zur Entwicklung dieses Differenzialquotienten kann man zwei verschie- 
dene Wege einschlagien, welche dann auch zu verschiedenen Formeln 
führen. 

A. Nehmen wir in der früher abgeleiteten Formel 

«fo»»«»— « j 

a:=zi und J = a:t, so ergiebt sich auf der Stelle nach no. (2) 

=<■- j j. (Ä)-?.(Ä)'+- «-«■• j- (An . 

folglich für a; = 

F(«)(0) =2^-» j l i^- ia^-j:^ + •• + (-1)"^»+! (I=|5+i j • 

Um hier eine Sonderung der reellen und imaginären Grossen vornehr 
men zu können, bemerken wir» dass 

1— i=V2(cosJ-./sinjV 
folglich 

I C08X + ^**n*j 

u nd nach dem Moivre'schen Satze 

mn . . . mjt 
I cos-j- + tsin-j- 

ist. Bringen wir diess in der Formel für F(**)(0) in Anwendung, so 
ergiebt sich 



17* 
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In 2« (»+!)« 1 

n ^Ö^T n COS-j „ COS^ — j — i 



Hier siod nun zwei Fälle za unterscheiden , ob nämlich n ungerade oder 

gerade ist; im ersten wird i?^^ reell = (—1)"^ und i* imaginär = ( — 1) "T"! 
und folglich haben wir durch Vergieichung mit no. (1) 

^+T Ä (6) 

7t 2n (n 4-1)71 

2ZJ. , n COSj n C08-J- « COS h i 

. 7C . 27C ' . (?i + l )?r 
„ sin j „ sin-j- „ sin j — 

V2^ (V^2)« ' (V^2)«+i 

n 

Ist dagegen n gerade ^ so wird i" reell =(-^1)^ und i«—! imaginär und 
folglich ist wieder durch Vergieichung mit (1) : 

( V2 (V^2)2 ^' (V^2)«+i ) 

^2« (w + l)7i; 

„ COSj „ cos -7- n C<>S j-^^ 

0=Ji ~±^J^—-±-+ .... + i^l)»Jn^^ -^-i (9) 

V^2 (V^2)* V ^ -^1 (Vl)H-i 

und von diesen vier Gleichungen^ in welchen die Grossen / nach der 
bekannten Formel 

J^=:;i«--(p-I)^(p-l)« + (p-l)^(p-2)«-.... (10) 
bestimmt werden, dient die erste zur Berechnung der BtrnouHischen 
Zahlen und die dritte zu der der SekantenkoelBzienten. Beide Formeln 
lassen sich übrigens so zu sagen unter einen Hut bringen , so dass die 
Unterscheidung von ungeraden und geraden n wegföllt; setzt man 
nämlich : 

l^(^l)n l+(^l)n 

«= 2 '^ 2 ' ^^ 
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so enthält die Gleichung: 



2K»+')(2'»+i— 1) „ 
2(e« +1) *• 

. ( » , . » In ^ . In 

=(-1) * /, i_ i~Jj * 1 + .... 

x^ 1^.? »cos— ^ + ,s.n^— ^ 

die Formeln (3) und (5) gleichzeitig in sich. Für ungerade n wird näm- 
lich s=l und 17=0» für gerade n dagegen €=0 und 17=7*9 wodurch 
man auf die genannten Gleichungen zurückkommt ^ wenn man sich die- 
selben durch 2 dividirt denkt. 

B, Anders gestalten sich die Ausdrücke/ wenn man sich zur 
Bestimmung von ^>*>(0) der Formel 

bedient, worin die GrSssen L mittelst der Gleichung 

i,=p»-(« + l)i(p-l)» + (M + l)«(p-2)-— ... (13) • 
bestimmt werden. Man findet nämlich für a=t, z=art und nach no. (5) 

iF(")(a:) 

uod fär jr=0, wenn man mit i» in die Parenthese mnltiplizirt, 

4Ft»)(0) (U) 



—(1—0"+» 

Die in Paranthese stehende Reihe zerfällt wegen 

t*^»=(— 1)"-«» , .•*-* = (— 1)»-2 

u. s. f. 
In eine imaginäre und eine reelle Partie, nämlich 
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(-l)»-M£i-I, + I.4-....|i 

wobei die eiDgeklainmerteD Reihen, die vrir (ür den Augenblick mit 
P und Q bezeichnen wollen, nur so weit fortgesetzt werden, dass 
kein Index die Zahl n tibereteigt Setzen wir nun in no. (]4) 

für den Inhalt der Parenthese» so wird 

1 1>) (0) = - f' + Q- Pi+Q 

[V2(cosj--i8inj)] 
(Ä+Q) (cog^'lf + isin ÖLH)£?) 

d. i. durch Ausf9hning der angedeuteten Multiplikation im Zähler 

(VT)«+» . 4 ^ ^ 4 ^ 

Da wir aber aus no. (4) wissen, dassF(>)(0) immer reell ist, so muss 
der Faktor von i für «ich Null sein^ so dass 

übrig bleibt. Berücksichtigen wir endlich, dass die beiden für F(»)(0) 
in no. (4) angegebenen Werthe in der Formel 



fX»)(a) = 2.(n-KX)(2|.^.-l) ^^ 



zusammengefasst werden können , so gelangeq wir vermuge der Bedeu- 
tungen ron P und Q zu folgendem Endresultate : 



=S l/ii— jLä + iö— ....5 sin-^ — !j-^- 
— {£.t-^Z>4 + I>fl— .e..)cos ^ '^ ^ ' 



(15) 
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Es möge endlich noch bemorkt werden » dass die bisherigen Formeln 
in eine weit elegantere und symmetrischere Gestalt gebracht werden 
können, sobald man von der herkummliehen Beaeichnnngsweise, der wir 
hier gehuldigt haben, abgeht und die folgende einführt: 

-»' = ¥+^3+1:^5 + ■••■ <■«» 

wobei 

Gl , G^ , 65, ... die Tangenteakoeffizienten, 
62 > G^ 9 Gß, ... die Sekantenkoeffizienten 

heissen mögen, so dass die Bernouillischen Zahlen weiter nicht ge- 
braucht, aber vermittelst der Relation 

— Äp»-i - G^f^ oder B^n^-i = 2«» (2^—1) ^""^ 

aus den TangentenkoefBzienten abgeleitet werden kOnnen, wShrend 
immer JK^» = ^2» ist. Multiplizirt man nun die Gleichung (19) mit 
coso:, setzt für sin a: und cosor die gleichgeiteoden Qeihen und ver- 
gleicht dann die CoefBzienten vdn Jt^^ wo m immer ungerade ist, so 
findet man ffir die Tangentenkoeffizienten die Rekursionsformel 

1 = miGi—m^G^ + m^G^'—... , m ungerade, (18) ,» 
welche der für die Sekantenkoeffizienten entwickelten .*•-:* 

vollkommen analog ist Zugleich ergiebt sich aus no. (18), dass die 
Grossen Gi , G3 , 65 etc. sämmtlich ganze Zahlen sind wie dieS^- 
kantenkoefQzienten. Ferner hat man 

folglich für F{x) —^^(j^^> ^"^(0) = G« und mitbin nach dem 
für jR»)(0) gefundenen Werthe 



?"~^ n II n (n 4-1) TT 

2« <?, = ( Li -i, + L, -....) sin ^-^-^ 



(20) 



,5 " 5 (tt + 1)« 

- (I^-t^ + i,— ....)cosi— ^-^ 
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WO eine Unterscbeidnog gerader <9der uagerader n gar oicht mehr Tor- 
kommt*). 

§. 46. 
Die Reihen für die eyklometrischeu Funktiomen. 

Zur voUstäDdigen LSnong des Probleme«, die sämmtficben Funk- 
tioneo der algebraischen Aoalysis in Reihen zu verwandelo, fehJt uns 
noch die Entwickelung der Reiben för Aresin or^ Arccos or, Arctau x 
u. 8. w. Dieselbe lässt sieb auf folgende Weise bewerkstelligen. 

I. F6r F(a') = Aresin x konnte man auf die früher abgeleite- 
ten Ausdrücke von JF(^)(ar) zurückgehen, um daraus für ;r=0 das all- 
gemeine Glied der Mac Laurin'schen Reihe nämlich 

Ft«)(0) 

zu entwickeln ; man gelangt aber weit kürzer durch die Bemerkung zum 
Ziele, dass 

<£* Aresin 3r__ rf»— ^ t ^ ^ 

folglich für {l—x^"'^ =z0(x), 

F(«)(.r) = *(«-!) (ar) 
mid mithin auch 

f^)(0) = *(«--^)(0) 

ist. Vermöge des Binomialtbeoremes hat man aber unter der Bedin- 
gung 1 > o? > — 1 und für fi :^ — 5^ 



Vi-^ 



und hieraus findet man sehr leicht 



*) £8 wäre fär die Eleganz des CalcäU «ehr zu wünschen, dass die Ana» 
lytiker auf den im Ohigen enthaltenen Vorschlag eingehen möchten, was um 
so leichter sein dürfte, als der Bachstabe 17, der hier eine spezifische Be- 
deutung erhalten hat (etwa wie 9r), sonst nur äusserst selten gebraucht wird. 
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für ungerade n^ 

und =0 

für gerade n, foigiich vermöge der vorigen Relation zwischen F^")(0) 
und *(«-i>(p) 

1.2.3...» 2.4.6...fi n* 

Piese Formel ist nur für n=l unbrauchhar ; in diesem FaUe hat man 
aber unmittelbar 

Berücksichtigt man nun noch dio Gleichung F(0) = , so giebt die 
Anwendung des Mac Laurin'schen Satzes 

und diese Gleichung gilt so lange^ als keine der Funktionen F(:c) y 
F {x) , F"{x) etc. unstetig oder unendlich wird. Man hat nun 

VI — x^ 

und die übrigen Differenzialquotienten sind Brüche ^ deren Zähkf T^et- 
schiedene Potenzen von x mit ganzen positiven Exponenten enthalten 
und deren Nenner Potenzen von 1 — x^ sind. Hierauf folgt sc^leich^ 
dass erst für x=z\ ein Unendlichwerden von F' (x) , F^ix) etc. ein- 
treten kann, und dass mithin die Gleichung (1) für jedes a; <1 richtig 
bleibt. 

Bemerkt man, dass 

X 

Aresin x = Arctaa -r-- . -^ 
Vi— ar» 

ist, so hat man auch 

. . X X ^ 1 x^ . 1.3a:* , 

X <,! ,!•'•"/ 

oder fär 
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--t== = z , also X = , * 

>f\-^x^ ^1+2« 

wo nun durch jedes beliebige reelle z die Bedingung or < 1 erfüllt wird 

Arctan % 

FOr die Entwickelung von Arccoso: in eine Reihe bedarf es keines 
neuen Calcüls, da nämlich 

Arccos a: = ^ — Aresin x 

ist, so hat man auf der Stelle: 

Arccosa:^:^.-^.^^^-.^;-^^-.-. ^^^ 



a? < 1. J 

II. Will man Arctan x in eine Reihe verwandeln , so kann man 
sich entweder der früher entwickelten Formel 

, . . flin (n Arctan— ) 

^"^'^*^"^= (-l)«-il.2...(n-l). ^ 



(1 + j:^)^ 

oder einer der in no. I benutzten ganz ähnlichen Methode bedienen, 
indem man bemerkt, dass für F{x) = Arctan a: , F* (x) = W(x) = 
1 

^ F(«)(a?) = y»(«-i)(ar) 

and folglich auch 

JR»)(0) = *('*-i)(0) 

ist. Man hat aber für ar < 1 

"^^""^"^TT^^ 1 -a;2 + 0:4 . ^6 + ... 
und hieraus findet sich ;sehr leicht 

y(«~i)(0) = (— 1) « 1.2,.. («—1) 
für ungerade n , 

für gerade n, und mittelst der vorher gezeigten Relation zwischen 
F(«)(0)und ^(«-^CO), 
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»-l 

F»)(0) _ (-l) '^ 
1.2.3. ..n n 

für ungerade n, 

für gerade n. Die Anwendung des Mac Laurin'schen Tbeoremes glebt 
jetzt wegen F(0) = 0, 

iVrctan a: = ?— ^ +^ — (4) 

Die Gränzen für die Gültigkeit dieser Gleichung bestimmen sieh aus 
der einfachen Bemerkung, dass die Funktionen F'(x), F"{x) etc. für 
;r= 1. V— ^1 unendlich werden und dass folglich or < 1 sein rouss. 

Da nach einer bekannten Formel 
Arctan^ =3: Aresin 



ist 9 so hat man auch 

Aresin ^ r^^-I^^ ■ g? — . .. 

und für 

■ • '^. = r, also X =2 ' ■' f 

wo nun i < sein muss, wenn x < I bleiben soll: 



(5) 



Will man Arceot ar.==: Arctan - berechnen » so braucht man blos 

X 



die Formel 



Arceot a: = Arctan — =— — Arctan o; 
X 2 



anzuwenden , indem man für x die oben entwickelte Reihe setst 

Digitized by VjOOQIC 



219 

Berfli^8ielitigt maD die GlMchmig 

Arctaoa + Arctao^ = Arctao ."j ^ , 
welche immer gilt, sobald a <1 und ß^l ist, so hat mao auch noch 

..« + /? Ott*,«* \ 

.ß ß'.ß' } (6) 

froTOD wir spiter eine ioteresmnt*. ÄDweadang machen werden. 

§. 47. 

Die Convergenz und Divergenz der Reihen. 

Wenn wir nach der langen Folge von Consequenzen , welche sich 
aji das Tbeerem von Mac Laurin und den in §. 41. entwickelten Satz 
knüpfen» von dem reicbeo Detail des Calcüls absehen und uns noch 
einmal zu einem Ueberblicke über das grosse Ganze dieser Untersa- 
diong^q erheben 9 so finden wir den benrorstechendsten Cbarakterzug 
derselben darin, dass der Gedankengang stets mit der Forderung. an- 
fangt» eine ihrer Form nach gegebene Funktion in eine nach stei- 
genden Potenzen der Variabden geordnete Reihe zu verwandeln , so 
weit diess überhaupt möglich ist So wie nun hier die Funktion als 
das Primäre auftritt» wovon noch eine andere in gewisser Hinsicht 
weitlHufigere Form gesucht wird» so Hesse sich auch die umgekehrte 
Aufgabe stellen, nämlich, wenn eine Reihe gegeben ist, diejenige 
Punktion zu suchen, welche unter Anwendung des Mac Laurin'schen 
Tbeoremes die vorherbestimmte Reihe reproduziren würde; mit ande- 
ren Worten: dem Probleme^ von der Verwandlung gegebener 
Funktionen in Reiben, steht das Problem der Summirung ge- 
gebener Reihen gegenüber. Um diess zunächst an einem Beispiele 
zu erläutern, betrachten wir die Aufgabe, die Summe F(x) der Reihe 

X x^ ^ x^ x^ . 

aufzufinden. Bei dieser sehr einfachen Form reicht es hin, den DiSe- 
renzialquotietiten von F{x) zu nehmen , um sogleich auf eine andere 
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Reibe zu kommen , deren Summe «efaoo bekannt »t ; man erb&k oämlieh 

= jX^ wenn a:<l ist, 
und folglich muss F(x) eine solche Funktion von a: sein, dass F'(x) 
= ■■ , 2 werden kann. Hier zeigt nun ein Bück auf die bekannten 

Differenzialformeln, dass F(ar) = ArctaDar+C sein müsse« wo C eine 
beliebige Constante bedeutet , so dass man also für a:<l 

y —j + ^* -;..=: Arctaoa?+C 

hat, wo sich nun die Constante C leicht bestimmen lässt, wenn man 
a;=0 setzt; man findet nämlich C=0, wodurch die obige Gleichung 
auf ein schon bekanntes Resultat zurückkommt. Man wkd sehr leicht 
bemerken, dass Aufgaben dieser Art nicht mehr in die Differenzial- 
rechnung gehören, wie das direkte Problem von der Verhandlung . der 
gegebenen Funktionen in Reihen , sondern ' vielmehr der Intbgralrech^ 
nung anheim fallen müssen, weil es bei ihnen darauf ankommt, aus 
den Differenzialquotienten einer ihrer Natur nach anbekannten Funktion 
diese letztere zu bestimmen. Wenn nun aber auch hier an keine wei- 
tere Auseinandersetzung über dergleichen Aufgaben zu denken ist, so 
giebt uns doch die blose Kenntniss derselben schon zu einer Unt^sa- 
chung Gelegenheit, welche jedenfalls derLOsung einer solchen Aufgabe 
vorausgehen muss und die auch für die Differenzialrechnung von eini^ 
ger Wichtigkeit ist. Bevor man sich nämlich nach den RechnüngS'- 
operationen umsieht, mittelst deren man die Funktion aufsucht , welche 
der gegebenen Reihe gleich sein soll, muss man erst wissen, ob eine 
solche Funktion überhaupt existirt, weil man sonst viel Mühe und 
Scharfsinn aufbieten konnte, um etwas zu suchen, was nirgends zu 
finden ist. Dass es in der That solche Fälle geben kann, in welchen 
es Thorheit sein würde, nur den Griffel anzusetzen, kann man leicht 
an einzelnen Beispielen sehen. Wäre z. £. die Summe der Reihe 

(^+^) + (-^^ + i) + (^H~3)+...ininf. 

aufzusuchen, so hätte man für a:<l , — >1 folglich a?+— ^ ^ und 
mithin wäre die fragliche Summe >l-fl-|-l-f-,f. d« h« s^ wlUe^unaii- 
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gebbar, weti nie jede angebbare noch so grosse Zahl übersteigt: tat 
a:=:l wSre sie =3:2-|-2-f 2-f ..., also ebenfalls uoendlich und ffir ar>l 

wäre — <1 und a:+— wieder >1, folglich die ^ache wie im ersten 

X X 

Falle. Da nun ein vierter Fall nicht möglich ist^ so folgt, dass es 
keine endliche bestimmte Funktion F(j;) geben kann, der man die obige 
Reihe gleich »eixMk dürfte. — Während wir also früher untersuch- 
ten, welchen Bedingungen eine gegebene Funktion genügen muss, wenn 
sie sich nach dem Mac Laurin'schen Theoreme in eine Reihe soll ver- 
wandeln lassen, so müssen wir jetzt umgekehrt fragen, welche Bedin- 
gungen muss eine gegebene Reihe erfüllen » wenn sie einer bestimmten 
endliehen Funktion gleich sein soU« Man kann diese Frage auch noch 
auf einen anderen Ausdruck bringen, wenn man durch eine Definitioii 
den Untersciued zwisdien solchen Reihen , die einer bestimmten end- 
lichen GrCsse glekh sind und denen, welche dieser Eigenschaft erman* 
geln, fest hält. Denken wir uns nämlich eine Reihe von Grössen tff^, 
«I , a<2 , . . . Un-^ , die so beschaffen sind , dass der Werth einer jeden 
durch ihre Steile bestimmt wird, oder dass überhaupt irgend eine Um 
aus ihnen eine gegdbene Funktion 9(1») ihres Index bildet, und setzen 
wir 

s^ bildet offenbar Sn eine gewisse Funktion der Gliederanzabl n. Ma- 
chen wir nun die vorliegende endliche Reihe dadurch z« einer unend- 
lidien, dass wir die Termenzahl n unbegränzt wachsen lassen, neh- 
men also 

Lim iSft = «0 + «1 + Mj + Ms + . . . in inf. 
80 sind hinsichtlich der Funktion Sn zwei verschiedene Fälle muglich ; 
entweder nämlich nähert sich dieselbe fOr unausgesetzt zunehmende n 
einer bestimmten angebbaren Grosse alsGränze, oder nicht. Im ersten 
Falle heisst die unendliche Reihe eine convergente und Lim Sny 
was zur Abkürzung mit 5 bezeichnet werden möge, ihre Summe, so 
dass also 

Ä = Mo + Ml + M2 + Mj + ... inf, 

ist, im zweiten Falle nennt man die unendliche Reihe divergent^ 
und da hier Lim Sn nicht angebbar ist, so kann auch keine solche 
Gleichung wie vorhin aufgestellt werden. Man darf demnach sagen : 
nur die convergenten Reihen haben Summen, die divergenten dagegen 
nicht, oder auch: nur eine convergente Reihe gilt einer bestimmten 
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Grösse gleich, während es keine Grösse giebt, der man eine dir«?* 
geote Reihe gleich setzen dürfte. Man kann diesen Ausspruch auch 
sogleich umkehren; weiss man nämlich im Voraus « dass die Glei- 
chung Sz=zu0+tii'^U2+ etc. 9 worin «S eine unendliche Grösse be- 
zeichnet, statt findet, so miiss die Reihe rechts nothwendig convergi* 
ren , denn wäre diess nicht der Fall, so würde es keine Grösse geben, 
mit der man sie identifiziren könnte, was der Voraussetzung widerspricht* 

Es giebt demnach zwei verschiedene Wege, um über die Con- 
vergenz von Reihen überhaupt zu entscheiden. Kennt man nämlich im 
Voraus die Bedingungen, unter welchen eine Grösse S in eine (ihr 
gleiche) Reihe von der Form Kq+^i +««2 + etc. verwandelt werden kann« 
so weiss man a priori die Umstände, unter welchen die letztere cod« 
vergirt; ist dagegen S nicht gegeben, sondern die Reibe, so muss 
man a posteriori die Bedingungen ihrer Convergenz aufsuchen. Die 
erste Aufgabe, nämlich die Bestimmung der Umstände, unter welchen 
die Verwandlung einer FuidstioB S^F(a:) möglich ist, haben wir für 
den Fall, dass die fragliche Reihe nach steigenden Potenzen der Va» 
riabelen x fortschreitet, in §• 4L gelöst und können jetzt das Resultat 
in folgende Worten zusammenfassen : „ die im Theoreme von Mac 
Laurin vorkommende Reihe convergirt so lange, als der Modulus von 
a: unter dem kleinsten von den Modulis liegt, für welche die Funktion 
F(a:) oder irgend einer ihrer Differenzialquotienten unstetig oder unend* 
lieh wird;'^ dagegen liegt uns noch die Untersuchung ob, welche 
a posteriori die Convergenzbedingungen für eine gegebene Reihe auf- 
suchen soll. 

Es ist nun sehr leicht, wenigstens eine der Bedingungen anzu«. 
geben , unter welchen allein eine Reihe wie 

«0 + ««1 + «2 + W3 + ••• 
convergireo kann, wobei wir übrigens der x\llgemeinheit wegen nicht 
voraussetzen, dass dieselbe successive Potenzen einer Variabelen ent- 
halten müsse. Die fragliche Bedingung besteht nämlich darin, dass 
eine unbegränzte Abnahme der Glieder statt finden oder, für wach- 
sende n. Lim t^=0 sein muss. Denn wären alle Glieder grösser als 
eine gegebene Grösse «, so hätte man wenigstens bei lauter positiven 
Gliedern 

Mo H^ «1 + i«a + «r« + .... 

> s(l+ 1 + 1 + 1 + ,...) 
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und wie Ideio nini emch s smb möge, «o kann mao doch das Produkt 
f(l <|-l-f ....) grosser als jede noch so grosse angebbare Zahl machen» 
wenn man nur hioreichend viel Einheiten zusammennimmt; es würde 
also die Summe der zuerst genannten Reihe jede angebbare Zahl über- 
steigen, folglich unangebhar und die Reihe divergent sein. 

So noth wendig nun auch die Bedingung Lim Un=-0 ist, so 
wenig hinreichend zeigt sie sich in einzelnen Fällen, namentlich 

wenn alle Reihenglieder positiv sind. Z. B. für Kq=:0, Ui=--^ 

V 1 
1 1 

ti«. = --;=. etc., un=77=^ hat man zwar Lim u« = 0, gleichwohl aber 

V2 Vn 

divergirt die Reihe 

VT+Vf + V3+ • 

Denn wenn Sn die Sunune der n ersten Glieder bejeeichnet, so ist 

d. i. 

5« > « T7= oder S„ > Vn» 

woraus maU ersieht, dass die fragliche Reihe divergirt, weil Sn über 
alle Gränze hinauswächst, sobald diess mit der Termenzaht n der Fall 
ist. Beispiele dieser Art, deren Zahl sich leicht vermehren Hesse, 
weisen darauf hin , dass noch andere Bedingungen erfüllt sein müssen, 
wenn die Convergenz einer Reihe ausser Zweifel sein soll. Zur Auf- 
suohung derselben halten wir uns nun an folgendes unmittelbar klare 
Prinzip: „wenn die beiden Reihen 

to+ h +\+ ts + .... 
und 

tio + «i + «a + «s + •— 
nur positive Glieder enthalten und man schon weiss, dass die erste der- 
selben convergirt , so cbnvergirt die zweite ebenfalls und zwar stärker, 
sobald 

uo < to , Ui <ti , u^^, t^ , etc. 



1 


+ 


V3 + "" 


^^ 


1 


+ 


v^+ * 


-Ä- 
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tst; divergfrt dagegen die erste > so ist diess auch mit dev aswelten der 
Fall, wenfti die Ungleichungen 

Wo > 4) > «1 > *i * «a > ^2 * etc. 
statt finden." Man kann diess noch erweitern , wenn man sich erinnert 
dass eine convergente unendliche Reihe und eine endliche Reihe zu- 
sammen wieder eine convergente unendliche Reihe bilden. Ist nun, 
wenn auch nicht von vorn herein iio<A), Wi</'i, etc., so doch wenig- 
stens von einer bestimmten endlichen Stelle an 

SO ist die Summe der Reihe 

Um + Mm+i + Um^2 + • • • • 

eine unendliche Grösse , weil es die von tm + ^m-f^i + etc. ist ; hieraus 
folgt, dass auch die Summe der Reihe 

Wo + «1 + «a + • • • + «w-i 

+ Um + Mm+i + Um^ + 

eine endliche Grösse sein, d. h. die Reihe Uo + th +«a + etc. conver- 
giren müsse. Ebenso leicht kann man sich fiberzeugen , dass die letz- 
tere Reihe divergirt, sobald von einer gewissen Stelle an Um'> tm^ 
Min+i> Wi etc. und die Reihe ^ + ^l+'^+ «*«• «ine divergente ist. 
Das so eben aufgestellte Princip der Reihen vergieichung lässt 
sich übrigens noch in etwas anderer Form aussprechen , wodurch seine 
Anwendung wesentlich erleichtert wird. Sei nämlich: 

SO findet man sehr leicht 

tm-ix = A-i <« , <m+a = hh,^ » ^OT+3 = h^h^m, etc. 
mithin 

tm + tm-\-i + tm-\-2 + 'm-fa + .... 

= <m (1+;, + ix ia + ^Aais +....) 
Ebenso hat man tat 



C2) 



Um Wm-fi Um-^2 

Um + «TO+i + Umi2 + «»i+3 + ••.. . 

18 
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Fioden nno die ColgendeD UDgleidraogMi statt: 

f«t<^ . ^<^ » f4<^. •..• (5) 

00 ist auch ^f«s<itiils « fhfm>^<^^^ ^c* uod ebenso 
1 + fh +fhf«« + IHHIh + ••• 

<i + At + AtA, + ata,a, + ... 

d. i. vermöge der GleichuDgeo (2) und (4) 

— (»«. + Hw+i + ««,4^ + ....) 

Um ^ 

<~(t« + tm^ + tmU + •••) 

oder 

< ^ a« + U+1 + <«f, + Uu + ...) ( ^^^ 

Wenn nuD die Reihe 

to-^h +<» + <» + •.. 
coovergirt, so ist aQch die SuBune der Reihe 

tm + tm^i + ^m-l-a + ••• 

als eines Stückes von ihr eine endliche Grosse; folglich findet auch 
nach no. (6) das Mämliche mit der Summe der Reihe 

Um + «m+i + ««+« + . • • 
und ebenso mit der Ton 

«0 + ««1 + «a + ••• 
statt» d« h. die letztere conyergirt Setzt man fdr die mit iL und ft 
bezeichneten Grusigen ihre Werthe aus (1) und (3), so geben die Un- 
gleichungen (5) über in 

Um tm ^m-\-i ^m-^i 

und man kann daher den folgenden Satz aussprechen: 

Wenn die Reihe 

<b + «i + '«+ '3 + ... 
cojfivergirt, so convergirt auch die folgende 

Mo + «i+»a + «s + ... 
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sobald der Quotient -2iL von irgend einer bestimmten Stelle 

an kleiner wird und auch kleiner bleibt als der entsprechende 

Quotient -^ . 

Ebenso leicht überzeugt man sich von der Richtigkeit des ganss 
analogen Theoremes: 

Wenn die Reihe 

4) + *l + <2 +^ + ... 

divergirt» so divergirt auch die folgende 

tlo + Mi+% + M3 + ... 

sobald der Quotient ^^^ von einer bestimmten Stelle an 

Un 

grösser wird und auch grösser bleibt als der entsprechende 
Quotient ^ . 

(n 

Von diesem für die Lehre von der Convergenz der Reihen sehr 
wichtigen Satze wollen wir nun zuvörderst einige Anwendungen machen, 
die zu eben so viel Criterien führen , mittelst deren man a posteriori 
über die Convergenz oder Divergenz gegebener Reihen entscheiden kann. 

$. 48. 

Verqleichung zwischen beliebigen Reihen und der geometrischen 

Progression. 

Nach der sehr bekannten Formel für die Summirung der geome- 
trischen Progression hat man 

l + X + x^ + x^ + .... + x^^ 

— ^ — ^ — _J ^" 

1 — X 1 — x ]— ar 

und folglich» wenn man die Gliederanzahl n unbegränzt wachsen lässt 

1 + X + x^ + x^ -\- ... in inf . 

— Lim ar". 



1 — a? 1 — X 

Hier sind nun zwei Fälle zu unterscheiden » ob nämlich ;r<l oder >1 
ist. Im ersten wird Lima:"=:0 und folglich 

18* 
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1 + ;r + ar* + ... = j-L- , ar<l 

vrie wir schon auf anderem Wege gefuDden haben; für .t>1 dagegen 
nimmt o:** mit x ober alle Gränze hinaus ni and wird keine bestimmte 
Gr5sse mehr. Ist endlich ^s=l, so geht die Reihe 1-f jr+;r^-|- etc. 
über in 1+^ + 1+ ^^c. imd hat demnach wieder keine bestimmte 
Summe. Aus diesem Alien zusammen folgt nun, dass die Reihe 
1 + 0? + a:« + or» + . . . 

convergirt oder divergirt, je nachdem ar<l oder ar^l ist. 

Hier bietet sieb nun sogleich Gelegenheit zur Anwendung des im 
vorigen Paragraphen entwickelten Principes der ReiheoTergieichnog» 
wenn man nämlich für Iq ' ^ « ^ > ^^<^* ^'^ Glieder der so eben be- 
trachteten Reihe setzt. Man hat dann 

und folglich convergirt die beliebige Reihe 

«0 + ««1 + ttj + «a + . . , 
wenn von einer bestimmten Stelle an 

tCfi 

oder^ weil im Falle der Convergenz a?<l sein muss, wenn 

ist ; dagegen divergirt sie , sobald von einer gewissen Stelle an 



also 



^>a:und:r>l. 






wird. Diess lässt sich auch noch etwas bequemer aussprechen. Heisst 
nämlich k der Gränzwerth von -^^ fiir unendlich wachsende n, so 
darf man 
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setzen 9 wo d eine Grösse bezeichnet ^ die bis zur Gränze Null abnimmt» 
sobald n wächst, die man also so klein machen kann, als es nur ver- 
langt wird. Ist nun A; < 1, so muss sich immer ein Werth m ¥oq n 
finden lassen so gross, dass d<] — k, also £-f d<l ist und es von 
nun an auch bleibt, weil ä abnimmt, sobald n wächst. Wenn also 

Lim — ^<1 ist, so giebt es immer eine Stelle n=w, von welcher 
ab der Quotient — — kleiner ist und bleibt als die Einheit. Wenn 

^ flu 

dagegen A:>1, so muss sich wieder ein Werth m von n finden lassen, 
für welchen ä < k — • 1 , also Ä: — d > 1 ist und es nun auch bleibt ; es 

giebt daher für Lim — ^>1 eine Stelle n = m, von welcher ab der 

Un 

Quotient — — immer über der Einheit liegt. Vermöge dieser Bemer- 
kung und in Betracht des Vorigen erhalten wir nun folgendes Criterium 
der Convergenz oder Divergenz: 

Die Reihe 

««0 + «1 + «-2 + «3 + •••• 

convergirt oder divergirt, je nachdem 

Un > 

ist, wobei das obere Zeichen dem Falle der Convergenz, das 
untere dem der Divergenz entspricht. 
Mit welcher Leichtigkeit sich dieser Satz anwenden lässt, werden die 
folgenden Beispiele zeigen. 

Wäre die Convergenz oder Divergenz der Reihe 



X JC 



a 



zu entscheiden, so hätte man tfo=0, Mi=-j» ^==2" **^' 
folglich 






mithin 



■" n 



Lim-;P = X, 

Un 
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also findet für ^<1 Convergenz uod für jr>l Div«rg«Bz statt 
Hätte man ebenso über die Reihe 

zu diskiitiren, so ergiebt sich 

folglich 

nnd demnach convergirt oder divergirt sie mit der vorigen unter gleichen 
Bedingungen. , 

Ist die Reihe 







i 


i + f + o + r 


2.3 


+ .... 


gegeben. 


so 


wird 














Un 


a^ 


«»fi = 




a!»+» 


mithin 


— l.'i.^.n' 


1.2 


...n(ii + l) 








Lim^^ 


= Lim 


X 


= 



Un 

für jedes willkuhrliche x, Dass es in der That eine «Stelle giebt, von 
welcher ab die fragliche Reihe rascher als eine Progression abnimmt, 
wenn auch die Anfangsgiieder sehr gross gewesen sind, kann oian noeh 
auf folgende Weise sehen. Wenn n>p-|-l» wo /# eine beliebige 
Grosse bedeutet , so ist auch np"^ p^-\-p und 

«p + M >/?«+/> + n, 

np+n — /?* — p > «, 

d. i. 

ip+l)(n^p)>n. 

Vermöge dieses Satzes können wir für p=0 ,1 ,2, ....(n — 1) die fol- 
genden Beziehungen aufstellen: 

l,n =: n 

'lin-^l) > n 

3(w— 2) > n 



(w — 1)2 > n 
nl = it. 
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Durch Multiplikation derselben folgt leicht 

und 

1.2.3-..«>(V^n)», 
folglich 



^n X* 






1.2.3....n ^ (VnV 

Trifft man also in der Reihe 

X x^ x^ 

^ + 1 +172+172^3 + • •• 

auf ein Glied t<n> in welchem yTn^x oder n>.r*i8t, und ein solches 
muss sich für jedes bestimmte x finden » so ist von hier ab 

1.2,..« + 1.2..,(n + l) + 1.2...(m + 2) + ' •* 

<(^)-+(vlnr'-^(v=n)""+ 



d. i. 



<v-d'<^r'<-kr-- 



und es findet also von hier an eine stärkere Convergenz sidXi als in 
einer geometrischen Progression. 

So wie die eben betrachtete Reibe immer coovergirte> so dtter- 
girt stets die folgende: 

1 + l.ar + 1.2^« + 1.2.3jp3+.... 

Man hat nämlich 

ttn+i 1.2....»(n + l)a?»+^ ,^ ,ix^ 

folglich für jedes von Null verschiedene x 

Wäre dagegen ^rszO, so würde gar keine Reihe, sondern nur das erste 
Glied 1 vorhanden sein ; also divergirt die Reihe immer und zwar von 
einer gewissen Stelle an stärker als eine geometrische Progression. 
Denn man hat nach dem Vorigen 

1.2.3...,wa:»>(;rVn)», 



Digitized by VjOOQIC 



261 

sowie also :pV^> Ivgeworden ist, und dieser Fall tritt 0ber lang oder 
kurz doch ein, so divergirt die Reihe stärker als die folgende: 

me man derrch eine der vorigen ganz analoge Betrachtung leicht findet* 
Wenden wir endlich den gefundenen Satz auf die Reihe 

*+l.f^+ l.-2.y(y+l) 

+ l.a.S.yCy+lXy + 'i) * + — 

an, worin a, ß, y laotcr positive GrSssen sein mugen, so ist 

. i«(« + 1) (« +2) ....(tt-H«-l) . |3(/?4-l) (/?+2) ....( / ?+«-!) 
"»- l.2.3....n.y(y + l)(y + 2)....(y+n-l) *^' 

_ «(« + l)(« + 2)....(« + n).<?(P + l)(/?+2)....(|?+«) 
""+»- 1.2.3....(«+l).y(y+l)(y+2)....(y + n) "^ ' 



tfe+L _ (« + w)(i^+«) 



JC 



«. ~(»+l)(y+M) 
und wenn man Zähler wie Nenner mit n.n dividirt: 



)d + l) 



a+^)(^+i) 






woraus sich 



Lim?^^=:;r 



findet. Die fragliche Reihe conrergirt oder divergirt also » je nachdem 
j?<l oder a:>l ist. 

Man wird aus diesen Beispielen ersehen, dass die angegebene 
Regel ohne Schwierigkeiten zu einer sicheren Entscheidung über die 
Convergenz oder Divergenz einer Reihe führt, sobald der Gränzwerth 
des Quotienten zweier Nachbarglieder entweder unter der Einheit liegt 
oder sie übersteigt; die Frage wäre nur noch, was in dem Falle von 
der Reihe zu halten ist, wo jener Gränzwerth der Einheit gleich wird. 
Da hat denn die Erfahrung an einzelnen Beispielen gezeigt, dass das 
genannte Kennzeichen hier nichts mehr entscheidet, indem es sowohl 
coDvergente akf divergente Reihen giebt, in denen gleicbmässtg 
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Lim ■ *'* = 1 ist. In der That darf man auch in diesem Falle keine 
fintscheiduDg duccb jene Regel verlangen ^ denn der Nerv ihres Bewei- 
ses liegt darin ^ dass für Lim-^^wl^ es eine Stelle 9i==mg^ben muss» 

von welcher ab der Quotient — t^ kleiner respektive grösser ist und 
bleibt als die Einheit, was natürlich für Lim — ^=5! nicht mehr be- 

hauptet werden darf. In den meisten Fällen nun, wo Lim -^^=1 ist, 

wird man durch die im folgenden Paragraphen entwickelte Regel vi 
einer Entscheidung über die Convergenz oder Divergenz gelangen. 



§. 49. 
Anderwette Retkenvergleichung. 

Da das Princip der Reihenvergleichung voraussetzt, das» man 
schon eine Reihe habe, für welche die Bedingungen der Convergenz 
und Divergenz bekannt sind, so wird es zunächst darauf ankommen, 
eine summirbare Reihe zu entdecken, wie diess z. B. im vorigen Para- 
graphen mit der geometrischen Progression der Fall war. Hierzu dient 
uns die folgende Betrachtung. 

Wenn a^ , ai , •... On-i , 60 > *i »••••&n-i ganz beliebige, aber 
von Null verschiedene Grossen bezeichnen, so gilt zuvorderst die fol- 
gende rein identische Gleichung: 

goaitfa*"'^«-! ^j , ^0-^*0 I ^^i— ^1 /^(» , g2-"^ <yog^ , 
60^1^2— -^n—i 60 *i '*o 6a **o*i * 

, flW— 1 — o«~i gp fli .«.. Cfw— g 

von deren Richtigkeit man sich sehr leicht dadurch (iberzeugen kann, 
dass man 

Oq-^ ^0 ^ gp _ i 
bo *o 

?LZ:*!— ?1 — 1 

u. s. f. 
seist und alle jetzt noch angedeuteten Recbiiiiag)8opera1ion<Hi ausführt, 
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i¥obei sich alle Glieder auf der rechten Seite mit Ausnahme eines ein- 
zigen gegenseitig heben und eine blose Identität zurücklassen. Nimmt 
rann nun in der erwähnten Gleichung 

wobei a und ß ein paar beliebige aber positive Grössen bezeichnen 
mögen, so ergiebt sich ohne Weiteres 

a (a-fl )(a+2)....(a + n— 1) 
ß(ß+l)(ß+2)....(ß+n^l) 

~ ^ ß ^ß + 1 ß^ß+2 ß(ß + ^)^ 

. «— <? , ff (a + l )...(ff-fn— 2) .| V 

•• '^/S+n-l /?(^ + l)...(^ + «-2) ^'^ 

Aus dieser Gleichung Hesse sich jetzt die Summe einer unendlichen 
Reihe ableiten ; das Produkt auf der linken Seite besteht nämlich aus 
n fraktionären Faktoren und die Reihe rechts aus n Gliedern; lässt 
man daher n unausgesetzt wachsen und bestimmt den Gränzwerth des 
Produktes links, so erhält man unmittelbar die Summe der unendlfcheD 
Reihe rechts. Da er nicht = ß sein kann, weil sonst die Gleichung 
(1) auf das triviale Resultat 1=1 hinauskäme, so haben wir hinsicht- 
lich jener Gränzenbestimmung nur zwei Fälle zu unterscheiden, ob 
nämlich a</? oder ff>/3. Von diesen beiden lässt sich aber der zweite 
wieder auf den ersten reduziren; denn gesetzt, man hätte gefunden: 

^''^ßiß^rl){ß-V2)....{ß+n-=T) -^'^<P' 
so wäre 

^"^ iK^+lTM-'i) .... («+«-1) --g' " <P' 

und wenn man jetzt ß=z:</ , «=ß' setzte, so hätte man 

, . «'(«' + !)(« ' +2) .. .(«' -l-n-1) _ 1 „ , 
ß'iß' + l)(ß'+2)...{ß'+n-l) - X ' P -^ « 

und hiermit zugleich den zweiten Fall bewältigt, in welchem « > /} 
oder o' > ß' ist. 

Wenn nun der Gränzwerth des Produktes 

ß(ß+l)(ß+2)....(ß+n-^l) ' "" P^ 
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gesucht irerden soH , so kaim man swei FäiU anterscheideo , ob näni* 
lieh a uod ß beide gaoze Zahlen sind oder nicht, was za folgenden 
Untersuchungen veranlasst. 

A. Wenn für ganze positive a und /3 , /3 > a sein soll, so 
kann men 

|J = « + Ä 

setzen , wo k eine ganze positive Zahl bedeutet ; da nun in dem Pro- 
dukte unter no. (2) die Zahl n noch beliebig ist, so darf man dieselbe 
auch > ÄJ-fl machen, so dass a + n — 1 > a + k wird. Schreibt man 
jetzt das fragliche Produkt in folgender Form 

a(a+l)(a f 2) ....(« + A:—l)(« + ^)(« + ^+1) »>.(« + « — 1) 
(a+k)(a+k + l)...(a+n-'t)(a + n)(a + n + l)...(a+n + k—iy 

so lässt sich auf der Stelle eine bedeutende Hebung vornehmen, bei 
welcher übrig bleibt: 

(a + «)(« + « + l)....{a + « + Ä — 1) ^^ 

Da dun der Zähler gar kein n mehr enthält und blos aus U constanten 
Faktoren besteht, so folgt, dass für unausgesetzt wachsende n das 
vorliegende Produkt sich der Gränze Null nähert» indem diess schon 
mit den einzelnen Faktoren 

a c + 1 a + k — l 

«+» ' « + « + 1 ' "* « + «+ Ä — 1 

der Fall ist; das Produkt in no. (3) war aber mit deuL in no. (1) iden- 
tisch, folglich ist auch 

/»(i3 + l)(^+2) ....(/? +«-1) "" 
für ganze positive a und ß und ß ^ a. 

B. Sind €c und ß nicht zugleich ganze positive Zahlen, aber 
doch wenigstens rational, so kann man sie immer auf gleichen Nenner 
bringen und demnach 

a = - , P = -- 
c c 

setzen , worin a , b , c ganze positive Zahlen sind und wegen ß ^ cc, 
6 > a sein muss; das Produkt in no. (2) nimmt >dann die folgende 
Form an: 
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q(ii-|-c)(a+2g).... 



6(6 + c)(6+2c)....(6+fT:ric) V 
Nun finden aber oifenbar nachstehende Beziehungen statt : 

a a 

Ä ^ 6 + 1 
a a + 2 

wobei blos der Satz angewendet' wird^ dass ein achter Bruch wächst, 

wenn man seinen Zähler und Nenner um gleich Viel vermehrt. Aus 

der Multiplikation der obigen Relationen, deren Anzaht e ist, folgt 

nun leicht: * 

fa\^ a(a+l)(g + 2)....(a + c^l) .. 

VV Ä(Ä + l)(6 + 2)....(Ä + c— 1) ^^ 

und wenn wir für a und b der Reihe nach a + ^' und 6 -f c , a -f- 2c 
und 6 + 2c, u. «. f. bisa + n— Ic und 6 + »— Je setzen, so ist ferner 

/o + 6\« (g + c)rg + c + l)....(fl + 2c~ l) 

\b\c)^ (Ä + c)(6 + c + l)....(6 + 2c— 1)' 

/'fl + 2c \« (fl^-2c)(«42c + l)**..(a + 3c— 1) 

V,rF2^/ "^ (* + 2c)(* + 2c+l)....(6+36-.l) 






\^^ {a\n—U){a\ yt->lr4-l)...(a+ite— 1 ) 



(6+ «— Ic) (H»— lc+l)..-(*+iie— 1) 
Multiplizirt man die Ungleichungen von (4) inclusive an, so erhellt, 
dass der Zähler des neuen Produktes rechts sämmtUche in der Reihe 
a , et-f-l , a+2 , .... ii+«c— 1 

enthaltenen Zahlen als Faktoren enthält und zwar in natSrlicher unun- 
terbrochener Folge; ebenso enthält der Nenner alle Zahlen von b bis 
6 + nc-^l, und es ist demnach 

(a \ (a ^c \ ( a + 2c \<^ /o + n— I cy 

\b) \b\c) \b\^c) • V4+;rric/ 

q(fl+l)(g + 2)... (g+wc— 1) 
^ 6 (6 + 1) (6 + 2) ....(6 +WC— 1) 
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oder vrenD die ganze Zahl ne=ni gesetzt wird: . 
o(c + e) (g + 2c) .... (« +n— 1 e) 

i 
. «(g + l)(q + 2) .. „(g+m-l) j 



. «(fl + l)(fl+ 2)... ,(a+m-l) i 
^ |ä(6 + 1)(6 + 2)....(6+wi— 1)1 



Wenn nnn n, also auch m^ ins Unendliche wächst , so nimmt das gros- 
sere der beiden obigen Produkte bis zur Gränze Null ab, weil io ihm 
a » b und m ganze positive Zahlen sind und 6> a ist (nach A). Das- 
selbe muss um so mehr mit dem kleineren Produkte der Fall sein, 
weil es wegen der positiven a , b und c nicht negativ werden kann. 
Wir haben also 

Lim ^^^'*"^'^^^"^^^'^""^^'*"^!Z1?^^ = *>a 
6(6 + c) (6 + 2c) .... (6 + «— Ic) 
oder auch 

für alle rationalen positiven a und ß. Da man irrationale Grossen so 
genau» als es nur verlangt wird, durch rationale Brüche darstellen 
kann, so darf man die Gültigkeit der Gleichung (5) auch, ßir irratb- 
naie positive a und ß behaupten ; also gilt dieselbe ühierhaupt für alle 
positiven a und /?, sobald nur u<,ß ist. 

Nach der Bemerkung, welche wir früher über den Fall a > |? 
machten, findet sich nun sehr leicht, dass das Produkt (2) für |?<a 
mit n gleichzeitig über alle Gränze hinaus zunimmt. 

Gehen wir jetzt in der identischen Gleichung (1) sur Gränze ilSr 
unendlich wachsende n über, so wird: 

und also die Reihe rechts convergeot für /?>«; dagegen würde sie 
für /}<a divergireo, weil dann die linke Seite der obigen Gleichung 
nicht angebbar ist. Eleganter sieht das gefundene Resultat in folgen- 
der Form aus: 

P —l, « , «(«+!) f^s^^ 

ß-^'^^ß + l ^ {ß + l)(ß+2) ^ ••" ' ^^ ' 

oder wenn man /S— 1 für ^ schreibt, wo nun /J-*-l>« oder ^>a + l 
sein muss: 
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ß-a-^l^^ß^ ß(ß+l)^ ß(ß + i)(ß + 2) +•••• (6) 
15 > « + 1. ) 

Dagegen divergirt die vorliegende Reihe (üt ß=^a+i, weil sich dann 
ihre Glieder auf lauter Einheiten reduziren^ und ebenso für /3<o-|-l, 
wo sie die Einheit beständig übersteigen. 

Hieraus lässt sich nun sogleich wieder eine Convergenzregel ab- 
leiten , wenn man die Reihe in (6) fQr die früher mit ^o » ^ * ^ » •••• 
bezeichnete nimmt. Es ist dann 

_ tt(« + l)(« + 2),...(a + n-l) , 
'" -^ ß(ß + l)iß + 2) ....05+«-!) 
/ _ a(a + l)(a + 2)....(a+n) _ 
'^''' ß(ß+l)(ß + 2)....iß + n) 

tn ß + n 
und folglich wird die Reihe 

«o + «i+«a + «i + -••> 
convergiren, wenn von einer gewissen Stelle an der Quotient 

ist und bleibt» wobei aber noch ß^a+1 sein muss. Um diese zwei 
Terschiedenen Bedingungen in eine einzige zusammenfassen zu können, 
schliessen wir weiter so: aus der vorigen Ungleichung folgt noch 

Un ^ ß±n 

««+1 « + » 
und durch Subtraktion von 1 von beiden und Multiplikation mit n; 

Je grosser n ist, desto grosser ist auch die rechte Seite dieser Un- 
gleichung » weil der Bruch ^ mit n wächst; der grosste überhaupt 

mögliche Werth derselben ist der Gränzwerth fifr unendlich wachsende 
Uy nämlich 
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und wenn diese Ungleichung erfüllt ist, so sind» wie man teicht sieht, 
auch die vorhergehenden erfüllt. Bemerkt man nun noch , dass wegen 
der Convergenz ß'^a + l also /3-^a> i ist, so erhält man den Satz: 

Die Reihe 

«0 + «1 + «a + «3 + 

welche nur positive Glieder enthält, convergirt, sobald die 
Bedingung 

erfüllt ist, dagegen divergirt sie, wenn der genannte Gränz- 
werth <1 ist, 

von dessen zweiter Hälfte man sich durch eine der vorigen völlig ana- 
loge Betrachtung überzeugen wird. 

Um die Anwendung dieses Criterlums zu zeigen, wählen wir zu* 
nächst die am Ende des vorigen Paragraphen betrachtete Reihe für 
den Fall a:=l, in welchem das frühere Kennzeichen nichts entscheid 
den wollte; es ist dann 

Un _ (n + 1)(y + n) _ ny + y + n^+n 

WiH-i (« + «)(^ + «) aß + an + ßn + n*' 

Un j _ (y + l—(f—ß)n + y—aß 



f Un _ j\ n . (y + l'^a—ß)n+y—aß 

, i)=-l , — 



n( 



y^i.„-ß+r^ 



fol,s;liGh 



Lim r«(-iS: 1)1 = y + 1-«-^. 



und wenn diess mehr als 1 betragen soll, so muss y— a— /J positiv 
sein. Demnach convergirt die Reihe 

l.y 1.2.y(y+l) 

für y^a-^-ß und divergirt für y<«+/5. 
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WSre die Reibe 

jji + ^+g^ + •••• (10) 

gegeben, so ergiebt sich tro=0, «i=sjpj-. w«=jj^ etc., 

1 1 

Betrachtet man aber eioen Ausdruck tod der Form 



o+a*- 



worin z eine beliebige positive GrSsse, m eine positive ganze Zahl ist, 
so übersieht man leicht mit Hülfe des Binoroialtheoremes, dass er mit 
tn zugleich wächst; das Nämliche gilt von dem Ausdrucke 



O+f)' 



wenn p , q und s positiv sind für zunehmende q. Ist nun 9 < |9 , so 
kommt für qz=zp mehr heraus, als fär gKp» mithin 

(l + :r)P>(l+^)«,p>7 
und 



(i+x)^ >1 + J* 



^-.. 



oder wenn ~ = f& gesetzt wird, wo nun |ü>I ist, 

(1 +«/*> 1 + fu: , f*> 1 , ar positiv; 

folglich Ist für a: = — 

und hieraus erhSlt man 

nHl + ^y-l)> f», d. I. M. 
und folgnch 

Llin[n(j^-l)] > 1, fifr ^ > 1. 
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DemDach convergirt die Reibe (10) für fi>l und eluiiitsa leicht würde 
man sich überzeugen, dass sie für fi<l divergirt. Diess letztere ist 
auch noch der Fall für (i=l; denn schreibt man die Reihe in folgen- 
der Gestalt: 

+ Vi7 + i8+- +32/ 



2 1 

so ist der Inhalt der ersten Parenthese >'j, d. i. >-ö"> ^^^ der zwei- 

J. 1 R • 1 

ten >^ oder >-3"» der Inhalt der dritten >j7r, d. i. >-ö> ^^^ ^^^ 

Ifi 1 

vierten > «^jj oder ^ ^ u. s. f. , folglich , 

woraus sogleich die Divergenz der fraglichen Reihe hervorgeht. Die 
Reihe (10) convergirt und divergirt also, je nachdem fi > 1 oder 

fi ^ I ist. 



§. 50. 

Reihen mit positiven und negativen Gliedern. 

Die Betrachtungen der vorigen beiden Paragraphen setzten vor- 
aus, dass sämmtliche Glieder der Reihe positiv seien; man kann sie 
aber auch mittelst eines sehr einfachen Kunstgriffes auf Reihen mit 
solchen Gliedern ausdehnen, die bald positiv bald negativ sind. Wäre 
nämlich 

«0 — «1 + «a — «% + ••• • (1) 

eine Reihe der Art, in welcher Uq 9 ^h 9 ^ y ^^c* ^^ ^'^h säromtlich 
positiv sind, so ist klar, dass dieselbe convergiren muss, wenn diess 
mit der folgenden 

19 
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«6 + «i+Ma + «^+ .... 
der Fali ist, welche aus der in (1) stehenden dadurch hervorgeht, 
dass man die in jener Torkoraro enden Minuszeichen in Pluszeichen 
verwandelt. Denn wenn die Reihe % -f <fi + tc^ etc. eine endliche 
Sqmme hat, so sind auch die Summen der Reihen 

Wo + «2 + ««4 + «5+ •— 

und fii -f «8 + ttfr + »7 "f- •••• 
endliche GrOssen und folglich ist es auch ihre Differenz, die aber nichts 
Anderes ist, als die Summe der Reihe (1). Man kann daher von den 
früher entwickelten Kennzeichen, mittelst deren man die Convergenz 
oder Divergenz der Reihen mit nur positiven Gliedern entscheidet, auch 
für Reihen mit Gliedern von verschiedenen Vorzeichen Gebranch ma- 
chen 9 sobald man von den Vorzeichen der Glieder Un und Unr^i abstra- 
hirt, oder, was das Nämliche ist, sobald man die dort vorkommenden 
Quotienten 

i^ und J^ 

Un Un+i 

immer als positiv ansieht. 

Es giebt aber noch einen zweiten Fall, in welchem es leicht 
ist, die Convergenz oder Divergenz einer Reihe mit positiven und ne- 
gativen Gliedern zu entscheiden. Findet nämlich in der gegebenen 
Reihe ein bioser Zeichenwechsel statt, so dass sie also von der Form 

% — Ui + U2 — Ut + ••.. 

ist, und weiss man schon im Voraus, dass den absoluten Werthen nach 

«0 > «1 > «2 > W3 * • — 
und dass bei dieser beständigen Abnahme die Glieder kleiner al« jede 
angebbare Zahl werden, sq muss die Reihe nothwendig convergiren. 
Denn stellt man sie in den beiden folgenden Formen dar: 

«0 -- «1 + («a— «s) + («4^«d) + -• (2) 

«o — {(«1— «2) + (W3 — «4} + -.1 (3) 

so sind in no. (2) die Differenzen 112 — M3 , «4 — «5 etc. sämmtlich po- 
sitiv und folglich ist die Summe der Reihe 

> Mo — «1- 
Ebenso sind in no. (3) die Differenzen Uj — ti2 , «3— «4 etc. positive 
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Grössen und folglich ist der ganze Inhalt der Parenthese ebenfalls po- 
sitiv; demnach muss die Summe der Reihe 

< «0 

sein. Die Summe der fraglichen Reihe ist also zwischen zwei posi- 
tiven endlichen Grössen Uq — % und Uq enthalten, folglich selbst eine 
endliche positive Grösse und mithin convergirt die gegebene Reihe. 

Dieses Criterium ist oft sehr leicht anzuwenden, weil man in 
vielen Fällen den Reihengliedern ihre Abnahme unter jeden beliebigen 
Grad der Kleinheit unmittelbar ansäen kann. So erkennt man z. B. 
die Reihe 

* 2+3 4+5 •• 

auf den ersten Blick als eine convergente, weil ihre Summe mehr als 
t<o — «1 = 1 — rt ""•i weniger als »«o = l beträgt. 

§51. 
Die wichtigsten numerischen Reihen. 
Wir haben früher gesehen, dass die Gleichung 

Fia:) = F(0) + |F(0) + ^ r\0) 

so lange besteht, als der Modnins von x unter dem kleinsten von den- 
jenigen Modalis liegt, für welche irgend eine der Funktionen F(a:i, 
P {x) , P'{x) etc unendlich oder unstetig wird, und dass die Gül- 
tigkeit jener Gleichung aufhört ^ sobald der Modulus von x den ge- 
dachten Modulus übersteigt. Hierbei drängt sich nun noch die Frage 
auf, ob man nicht unter Umständen den Modulus von x noch jenem 
Modulus gleich nehmen dürfe, vorausgesetzt, dass das zugehörige Ar- 
gument von X in (fiesem Falle einen gewissen erst noch zu bestim- 
menden Werth hat. Der Sinn dieser Frage wird sogleich deutlicher 
werden, wenn wir ein bestimmtes Beispiel betrachten. Nehmen wir etwa 

so wird F{x) unstetig und unendlich für ^z=;r , t = ^, weil niandann 

19 • 
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erhält; die Gleichnng 

1 



e +1 



= ilo + ^1^ + -^3^' + 



e*+l 

worin Aq ^ Ai , A^ etc. zur Abkürzung dienen, gilt daher für jedes 
beliebige r nur dann, wenn der Modulus g von x weniger als « 
beträgt. Geben wir aber dem Argumente r den speziellen Werth 
und nehmen doch Q = 7t, so wird 

also noch nicht unstetig oder unendlich und es würde sich also frageo, 
ob die obige Gleichung nicht vielleicht noch für dieses System von ^ 
und X Bestand hat, wenn man auch q nicht > tc nehmen darf. — 
Ebenso gilt die Gleichung 

Arctanor = j- — 3" + ß" — ••*• 

nicht für a:> 1, weil 

cfArctano: 1 



da: 1+x« 

für X = V — 1 unendlich und nostetig wird, folglich der Modulus von 
:r < 1 bleiben mussx setzt man aber ;r = l, oder, was das Nämliche 

ist, ^=1 , t:=0, so bleiben Arctana: und ^ ^ noch endlich und 

stetig und es fragt sich daher wieder, ob die für Arctana? gefundene 
Reihe nicht noch für d:=l gilt. 

Diese Frage lässt sich nun durch die folgende sehr einfache Be- 
trachtung leicht beantworten. Es seien F(x) und ^(x) zwei stetige und 
endliche Funktionen, welche einander für X'^a identisch sind; dann 
hat man för jedes d, wie klein dasselbe auch sein möge, F(a — ^ = 
4»(a — S). Bleiben nun beide Funktionen F(x) und 0(x) auch nocli 
für xn=a stetig und endlich, so muss offenbar auch F(ä) = 4>(a) 
sein, denn da die Gleichung F{a — S) = ^(a — d) nicht zu gelten auf- 
hört, wie klein auch 6 sein muge, so konnte nur dann F(a) nicht 
= 4>(a) sein, wenn eine dieser Funktionen für a; = a eine Unterbre- 
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chuDg der Stetigkeit erlitte oder für sieh aliein uneDdlich würde > was 
aber der Voraussetzung widerspricht. Man kann diesen Sehluss, auf 
den hier Alles ankommt, auch geometrisch veranschaulichen. Denken 
wir uns nämlich y=:F(x) und y=€»{x) als Gleichungen zweier Cur- 
ven, so werden sich wegen F(x) = ^{x) für ^ < a diese letzteren 
decken bis dicht vor derjenigen Ordinate , welche x = a entspricht. 
iSei in fig.l7. OA=za und sowohl F(ä) als ^(a) eine endliche Grosse, 
so giebt es nur zwei Fälle, in denen F(ä) nicht = * («) zu sein 
braucht Entweder nämlich decken sich zwar die Curven auf dem gan- 
zen Laufe von M bis P und es wird hier eine der Funktionen diskou- 
tinuirlich, so dass etwa F(ä) = AP , ^(a) = AQ wäre; dann konnte 
man allerdings sagen: alle Punkte auf der Strecke ilfP gehören zwei 
Curven an, nur für a: = a ist diess nicht mehr der Fall, hier springen 
die Curven, die sich früher deckten, auseinander. Wird nun dieser 
Fall durch die Annahme ausgeschlossen, dass weder F(x) noch ^(x) 
far x = a eine Unterbrechung der Stetigkeit erleide , so bleibt blos 
noch eine zweite Möglichkeit, nämlich die, dass sich die Curven irgend 
wo vorher etwa bei T schon getrennt hätten. Diess würde aber der 
Voraussetzung widersprechen, dass sich die Curven y = F (x) und 
y=:^(x) für jedes j;<ii decken. Denn wenn OS die Abscisse ist, 
welche dem Trennungspunkte beider Curven entspricht, so nehme man 
zwischen jS und A den Punkt R an und setze OR^^x, so ist .r<a 
und folglich müssen sich die Curven der Voraussetzung nach decken; 
diess würde aber in der Zeichnung nicht der Fall sein, weil in ihr der 
Abscisse OR die beiden verschiedenen Ordinalen RU und RV ent- 
sprechen. 

Der oben bewiesene Satz lässt sich nun mit der grössten Leich- 
tigkeit für unsere Untersuchung benutzen , wenn für F(x) die gegebene 
Funktion und für ^(x) die Summe der Reihe 



F(0) + ^P(0) + ^F"(f)) + 



genommen wird. Ist nun schon F(x) stetig und endlich für x=ap so 
muss diess noch mit 4>(a) der Fall sein, wenn F(ä) =t 4>(ö) werden 
soll. Endlichkeit von <P(a) ist aber nichts Anderes als Coavergenz der 
vorstehenden Reihe; ist diese vorhanden, so bleibt ^(x) auch stetig 
für x=:a; denn im Falle des Gegentheiles müsste *(ä) zwei Werthe 
haben: Lim 4>(a— d) und Lim 0{a + d), was aber nicht mödich ist. 
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weil (ü) die Smnme einer convergenten Reihe Ist und eine solehe 
Summe trat einen einzigen Werth haben kann. 

Fassen wir nun alles Bisherige zusammen, so ergiebt sich daraus 
das folgeode Theorem: 

Entwickelt man eine Funktion F(a:) nach dem Mac Lauria- 

sehen Theoreme in die Reihe 

F(x) = F(0) + JF'(0) + ^ F'(0) + .... 

und setzt ganz allgemein 

X = p(cosr + V^ — 1 sinr), 

so besteht die obige Gleichung unter folgenden Bedingungen: 
ist r der kleinste unter den Modulis, für welche irgend eine 
der Funktionen F(x) , F'(:r) , F" (x) etc, aufhurt stetig und 
endlich zu sein, so nimmt man entweder ^ < r und dann ist 
r ganz beliebig, oder g =z r und wählt r so, dass F(x) für 
dieses System von Werthen noch stetig und endlich bleibt, 
zugleich aber die Reihe noch convergirt. Für ^>r gilt die 
Funktion der Reihe nicht mehr gleich. 

Im ersten Falle also kennt man a priori die Convergenz der Mac 
Laurin'schen Reihe, im zweiten muss man dieselbe a posteriori erst 
entscheiden, wozu die in den beiden vorigen Paragraphen entwickelten 
Regeln dienen. Wir wollen diess auf einige Beispiele anwenden, 

I. Die Binomialformel 

(1 + ^)^* j 

gilt, wie wir bereits wissen, so lange, als der Modulus von Xy d. h. 
bei reellen x der absolute Werth von x, unter der Einheit liegt; es 
entsteht daher noch die Frage, wie weit dieselbe für x=^ + l oder 
a: = —1 gilt. Diess glebt folgende Untersuchung. 

1. Für ;r t£= 4- 1 wird die fragliche Reihe : 

l+^+l!d!L^ + {!dS:=m^ + ..,. (2) 

und die linke Seite bleibt bei beliebigen fi immer noch eine endliche 
und stetige Funktion für ;r = -f 1 ; damit also noch eine Gleichung 
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zwiachen beiden bestehe» ist Mos noch Convergenz der Reibe (2) nu- 
thig. Diese entscheidet sich leicht» wenn man die Fälle eines positi- 
ven oder negativen ft besonders betrachtet. 

Für ein positives fi nämlich giebt es immer zwei ganze positive 
Zahlen m — 1 und m, zwischen denen ft enthalten ist, so dass ii — 
(m — 1) noch positiv ausfallt» dagegen ft — m negativ wird. Betrachten 
wir nun das mie, (m-|*l)te» (m-f-2)te u. s. f. Glied der Reihe (2) 
nämlich 

(ft-l)(ft-2)...(fi^m+l) 
1.2.3...m 

1.2.3...m(OT + l) ' 

(ft— l)(fi— 2)...(ft-m + l)(ft--m)(ft-->m— 1) 
1.2.3...«i(m + l)(m + 2) 
u. s. w. 

so ist das erste derselben noch positiv, das zweite negativ» weil es 
den negativen Faktor ft — m enthält, das dritte positiv wegen der zwei 
negativen Faktoren fi — m , fA--(wi — 1), das vierte wiirde durch seine 
drei negativen Faktoren wieder negativ werden u. s. f. Man kann also 
die Reihe (2) in folgender Form darstellen: 

*^1^ 1.2 ^ ^ 1.2... (m—1) 

ft(ft— l)...(fi~m+l) ., _ m — ^ (m— fi)(m>-^-|-l) _ j /ox 
■■■ 1.2.. m ^* m + 1^ (m + l)(m+2) '"^ ^ ^ 

und in dieser erkennt man leicht die Convergenz der eingeklammerten 
Reihe. Da nämlich Grossen von der Form 

c g(g+ l) a(a + l)(a + 2) 

ß ' ß(ß + l)' ß(ß + l)(ß + 2)' - 

eine bis zur Null hin abnehmende Reihe bilden ; sobald nur ß^cc ist» 
so folgt für /3 = m+l,a=w — (i, dass die Glieder der oben in 
Parenthese stehenden Reihe unter jeden beliebigen Grad der Kleinheit 
herabkommen, wenn man nur weit genug gebt. Die Reihe in (3) d.h. 
die in (2) convergirt demnach für jedes positive ft. 

Wäre dagegen f» negativ etwa (iirz — v, so geht die Reihe (2) in 
die folgende über: 
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und da hier Zeichenwechsel stattfindet, so ist zur Convergenz nur noch 
unbegränzte Abnahme der Glieder nöthig. Diese bt nach dem so eben 

angefOhrten Satze nur fSr l>v mSglich, während für v ^ 1 eine Di- 
vergenz der vorstehenden Reihe eintreten würde. Es muss also v < 1 
d. i. — fi<l oder fi > — 1 sein. Die Reihe (2) convergirt demnach 
unter der Bedingung oo > |[i> — 1. 

2. Für X = —l bleibt die Funktion (l+a:)f^ nur dann stefii^ 
und endlich, wenn fi positiv ist; wir müssen also den Fall negativer 
^ gleich ausschliessen. Die Reihe geht über in: 

r+ 1.2 TäTs ^ • •' ^ ^ 

und wenn wie früher fi zwischen m — 1 und m enthalten ist, so kaoo 
man dafür schreiben: 

T+ 1.2 '" -r K i; 1.2... (m-1) 

j- /— i\m ^(f*-'^^)M/^— m -fl),, , m-fi , (m — ft)(wi--fi+l), .... 
^ ^ ^ I. iZnr ^^ "*" w+ 1 "^ (m + l)(m + 2) "'"^^^ 

indem man eine der vorigen ganz analoge Betrachtung anwendet. Die 
hier eingeklammerte Reihe convergirt aber, denn wenn man sie mit 
der folgenden 

vergleicht, so findet man, dass die Bedingung |3 > o? + 1 erfüllt ist, mit- 
hin convergirt auch die Reihe (5) d. h. die in no. (4). Wollte man 
dagegen in no. (4) fi= — v setzen, so würde man finden, dass die ent- 
stehende Reihe für jedes v divergirt, was sich auch im Voraus ertvar- 
ten Hess. 

Fassen wir nun die unter 1. und 2. gefundenen Resultate zusam- 
men, so ergiebt sich Folgendes: die Gleichung 

(1 + ^r 
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gilt so lange 1>^> — I ist für jedes ft; mmmt man aber a: = +1, 
so muss OD > ft > — 1 und furx = — 1,qo>|x^0 sein. 

Ganz ebenso kann man mit den allgemeineren Reihen (7) und (8) 
in §.42. verfahren , worin ^ < 1 sein muss. Für q^^I geben die 
Funktionen auf der linken Seite über in 

(2 cos -^ t) ^ cos ( ft Arctan ( tan ^ t)), 
(2cos^^T)A*sin (ft Arctan (tan l-r)), 

welche stetig und endlich bleiben fSr alle fi, so lange r < ts ist. Denn 

für T= TT also ^T = ? ändert sich tan ^r unstetige indem hier die bei- 
2 2 2 

den Wertho Lim tan ( ^ — ä) = + oo und Lim tan (» + S) = — QO 
eintreten; demnach hat Arctan (tan^) die beiden Werthe Arctan (+00) 

= +-^und Arctan (—00)= — 0'^°^ folglich werden die beiden obigen 

Funktionen für r=zn unstetig ; dagegen bleiben sie für tt > t > — n, 
immer stetig und endlich^ weil der erste Faktor selbst für negative jü 
unter der angegebenen Bedingung nicht unendlich wird. Was uim 
noch die Reihen 

1 + ^ cos t +«iif=i-^cos2T+.... 
und 

^ sin r + ^^["^^^ sin 2t+ .... 

anbetrifft^ so ist klar ^ dass dieselben convergiren müssen^ wenn die 
folgende 

^ + T+ 1.2 +• • 

convergirt^ was ffira)>|[i> — ] der Fall ist. Berficksichtigt man noch» 
dass für «> t> — « , Arctan (tan-^ t) =^ r ist, so ergiebt sich jetzt 

1 tt 

(2cos-^t)a* cos -^r 
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1 l*i! L »JitO 

(2cos-^t)." SID ^ X 

Was für uDiichtige Resultate für t > 9C herauskommen , kann man leicht 
au einzelnen Beispielen sehen. So gähe die zweite Gleichung für 
r=23r, 

(— 2)'*sinfijc=0, 

was ganz falsch bt, da fi u. A. einen beliebigen ächten Bruch bedeu- 
ten kann. 

IL In den Gleichungen (9) und (10) des §. 42., welche für ^<1 
gelten, stehen für ^=1 auf der linken Seite die Funktionen 

■5-/(2 cos 5- t)* und Arctan(tan s-^)» 

die für ?r > T > — n stetig und endlich bleiben, während für t= » 
die erste unendlich und die zweite unstetig wird. Da femer leicht er- 
hellt, dass die Reihen 

=-cosT — ^cos2T-f ^cos3r — ... 

""** 1 1 1 

rpsiuT — jr-sin2T+s-sin3T — ... 
1 J <l 

immer convergiren, so ergiebt sich jetzt 

/(2cos^ r) == yCosT — -^ cos2t-|---. cos3t— . . . 

A T= Y s>n T — ~sin2r+-^sin3T — .. . 

Fürr=:-^ erhält man aus der zweiten Reihe das bemerkenswerthe Re- 

snltat 

1 , 11 1 

T^-^-S + S 7 +••• 
auf welches wir gleich nachher zurückkommen werden. 
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III. Berücksichtigt man, dass die FaDktion Arcsio.« CSr xsnl 
Doch stetig und endlich, zugleich auch die Reihe 

x , 1 o:» 1.3 ar^ , 1.3.5 a:^ 

T ■*" "2 3 "^'iTT'ö ■*"2.4.6T"*" •••' 

für deo nämlichen Werth von a: noch convergent bleibt*), so erkennt 
man, dass die Gleichung (1) in §. 46. noch für x=l Bestand hat; 
diess giebt eine Reihe zur Berechnung der Ludolph sehen Zahl nämlich : 

2"" "*■ 23 ■*" 2.4* 5 "*" 2.4.6* 7 "*" •• 

die aber ihrer schwachen Convergenz wegen nur eine sehr langsame 
Aonäherung darbietet. 

IV. Da die Funktion Arctano: für ar=l noch stetig und end- 
lich bleibt und die Reihe 

für x=l noch convergirt, so hat man gemäss der Formel (4) in §.46. 

4 3+57^ 

oder auch dnrch Vereinigung zweier Glieder 

8 ~ 1.3 ^ 5.7 ^ 9.11 ^ ' • 



*) Es ist nämlich dnrch Vergleichang mit C^o~f ^1 ~l~t^2+ «^c., 

_ 1.3.5...(2W--1) 1 _ 1.3.5...(2«+1) 1 

*'*" 2.4.6. ..(2«) *2«+l ' ^"+' ~2.4.6...(2« + 2)'2«+3 



Mn 



^_(2« + 2)(2«+3) ,_ 6W-I-5 



«»+1 "■ (2«+l)» (2a + l) 

6 + i 
. «I. __ ■■_ n en+& _ 1 "^w 

und folglich nach %* 49. die Reihe eine conveq^pente. 
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Aber auch diese Reihe convergirt für die praktische Berechnung viel 
SU langsam; denn bezeichnen wir die Glieder der Reihe nach mit Ui, 
«2 > tij etc. > so ist 

» (4n-3) (471—1) 
und wenn man also so weit gehen wollte» dass Un keinen Einfluss auf 
die 7te Dezimalstelle haben sollte , so müsste tt" < j^ sein oder 

(4«-3)(4ii— 1)>1(P'. 
Durch Auflösung dieser quadratischen Ungleichung findet man n>750» 
so dass also über 750 Glieder zu addiren wären , wenn man -^ nur auf 
7 Dezimalen berechnen wollte. 

Besser kommt man dagegen mit Hülfe der Formel (6) in §. 46. 
zum Ziele 9 wenn man nämlich die beliebigen Bruche a und ß so wählt» 
dass 

P± = 1 mithin Arctan ^±^ = ^ 
1 — aß 1 — aß 4 

ist. Diess kann sehr leicht geschehen» wenn man die erste dieser 
GleiehuDgen nach ß auflost» wodurch 

a 1 — « 
P = 



1 + « 



wird und folglich ß immer acht gebrochen ausfallt » sobald man a < I 

nimmt. So ergiebt sich z. B. für «zii^ */^ = j ""^ mithin vermöge 

der Formel (6) 

n_J 1_ , 1 _ 

4 ""1.2 3.23"*'5.2'^ ••• 

^1.3 3.33^5:35 "" 
wonach die Berechnung von n sehr leicht ist 
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§.52. 
Das Theorem von Taylor für Funktionen mehrerer Variablen. 

So wie am Ende des §. 35. das Taylorsche Theorem aus den 
Mac LauriDSchen abgeleitet wurde , so ist es auch sehr leicht, die Be- 
dingungen, unter welchen jenes besteht, aus denen zn entwickeln, 
welche für die Gültigkeit dieses letzteren hinreichend und nothwendig 
sind. Man wird sich nämlich sehr leicht überzeugen, dass wenn r den 
Modulus von x, q den von h und r^ den kleinsten der Moduli bezeich- 
net, für welche irgend eine äer Funktionen F(cc) , F'(a?) , F"{a:) etc. 
unstetig oder unendlich wird, der Modulus von h zwischen denen von 
r und Ti liegen muss, wenn die Gleichung 

gelten soll. — Es ist auch nicht schwer, diese Gleichung auf Funk* 
tionen mehrerer Variablen auszudehnen. Sehen wir z. B. in der Funk- 
tion F(x,y) vorerst y als constant an, so können wir nach dem Obigen 

setzen , wobei sämmtliche Differenzialquotienten partielle sind. Lassen 
wir jetzt y vaa k wachsen, so ist auf jedes Glied der rechten Seite 
der Taylorsche Satz selbst wieder anwendbar, wodurch man unter der 
Bemerkung, dass überhaupt 

an.i d^n^.y )\ 

dy^ dy^dx^ 

ist, sehr leicht die folgende Gleichung erhält: 

i?, . 1. . /N rr/ X , Ä dF(x,y) . k^d^F{x,y) . 
F(x-l-h,y+k)=F{x,y)+^—^ +__^^^+ ... 

,h S dF(x,y) _^ k d^F(x,y) . k^ d^F(x,y) . ) 

^ 1 ( dx ^ 1 dydx '^ 1.2 dy^dx '^"'\ 

A2 \ d^F{x,y) k d^Fjx.y) k^ d^Fjx.y) i 

^1.2 I dx"^ ^ 1 dydx^^\.'hdy'^dx'^'^'''\ 

+ , 

Nimmt man hier die Glieder diagonalweis zusammen, so ergiebt sich 
auch 
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F(a:+A,.v+it)=F(a:,y)+*^f^)+ ^^^ 

"^ 1.2 rf^i:* "^11 dxdy ^ 1.2 d!ya 
, A» d?F{x,y) h^k d^F{x,y) h k^ d^F(x,y) , k^ d?F{x,y) 
"TlO rfx3 +1.21 dx^dy +11.2 drrfy« +1.2.3 rf^r» * 

Bezeichnet man die einzelnen Horizontalreihen kurz mit «i > % » U3 
etc., setzt also 

so ist überhaupt für ein ganzes positives n 

_ A« d^Fjx.y) A*-^ A ffr/1tar,y) 

"" "■ 1.2..n rfjr« + 1.2. .(n—1) 1 cfar»-* dy 
A»^« k^ d^Fjxyy) A« d^Fjx.y ) 

+ 1.2..(n— 2)1.2rfa:«~«rfy*+*""+1.2..n ^^T- • 

Denkt man sich auf der rechten Seite als gemeinschaftlichen Faktor 

die Grösse 

1 

1.2.3..(»-l)n 

abgesondert 9 so erhalten die in der so herbeigeführten Parenthese ste- 
henden Differential quotienten die folgenden Coeffizienten 

'1^"^ ' ^r72 ^ ' 17275 ' ' 

und folglich ist 

und mithin nach dem früheren 

^1.2( dx^ dxdy ^ dy^ \ 

L2.3 ( «w:^ dx^dy dxdy^ dy^ ) 

und hier muss mm die Funktion F(x,y) in Bezug auf ^ sowohl als 
aaf y die Bediogmigen erfüllen , welche früher blos in BeziehttDg anf 
X alteio nothig waren« 
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In ganz ähnlicher Weise iiesse sich das Taylorsche Theorem 
auch auf Funktionen von drei» vier etc. Variabelen ausdehnen, doch 
sind alle diese Formeln wegen ihrer complizirten Gestalt nur von be- 
schränkter Anwendung. 



Cap. IX. Das Theorem von Lagrange. 

§.53. 
Kennzeichen für die Eniwickelbarkeit impliziter Funktionen. 

Die Theoreme von Taylor und Mac Laurin setzen voraus, dass 
die Funktion F(x) oder F(x + h), welche in eine Reihe verwandelt 
werden soll, eine völlig bekannte oder entwickelte (explizite) sei und 
zeigen in diesem Falle die zur Entfiickelung nothigen Rechnungsope- 
rationen; aber eben diese Operationen würden sich, wenigstens unmit- 
telbar, gar nicht ausffihren lassen, wenn die zu entwickelnde Funktion 
ihrer Form nach unbekannt und nur eine Bedingungsgleichung gegeben 
wäre, welche dieselbe erfüllen soll. Es entsteht daher die Frage, 
durch welche Mittel eine solche implizite Funktion einer Variabelen in 
eine Reihe» welche nach steigenden Potenzen der letzteren fortschrei- 
tet, verwandelt werden könnte. Denken wir uns z. B. zwischen den 
Grossen x und y eine Gleichung wie 

*(^,y)=:0 (1) 

gegeben , so ist offenbar y eine gewisse erst noch zu entwickelnde 
Funktion von x etwa yz=zfp{x)9 die sich vielleicht auch in eine Reihe 
von der Form 

9(ar)=r^ + Bar+ Cr*+ . . . 

verwandeln Hesse ; es würde nur darauf ankommen , die Grossen A yB, 
C etc. zu bestimmen. Noch allgemeiner wird die Aufgabe, wenn man 
nicht y selbst, sondern eine gegebene Funktion F{^)-=:F\(p{x)'\ ver- 
wandelt wissen wollte. Der zunächst liegende Gedanke wäre nun, die 
Gleichung (1) vorerst aufzulösen und auf die so entwickelte Funktion 
ysz^(x) das Mac Laurinsche Theorem anzuwenden, aber diess ist 
auch gerade der nur selten verfolgbare Weg, weil die allgemeine Auf« 
lusung eben jener Gleichung ganz unmöglich wird, sobald darin x nnd 
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y als höhere Potenzen oder in nicht algebraischer Form erscheinen. 
Man muss sieh daher nach einer tob dieser Schwierigkeit freien Me- 
thode umsehen 9 und wenn Mcb «ine solche finden lässt, so hat man 
darin umgekehrt ein Mittel, um dergleichen unauflösbare Gleichungen 
wie (1) durch Reihen aufzulösen, in so fern man nämlich wenigstens 
eine ihrer Wurzeln in eine Reihe verwandeln kann. Bevor wir uns 
aber nach einer solchen Methode umsehen, müssen wir zuerst die Be- 
dingungen aufsuchen , unter welchen das Problem selbst nur überhaupt 
losbar ist und hierzu dienen die folgenden Betrachtungen. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, nehmen wir an, 
es sei 

^i^fP)=tf-:rf(y)==0 (2) 

und darin f(y) eine bekannte (explizite) Funktion vony allein, welche für 
y=0 weder Null noch unendlich gross wird und auch immer stetig 
bleibt. Obgleich man nun nicht weiss, welche Form hier y als Funk« 
tion von x gedacht haben wird, so ist es doch nicht schwer, die suc- 
cessiven Differentialquotienten von y in Bezug auf x zu entwickeln; 
durch Anwendung des Satzes: 

für *(a:,y) = ist ^^= ^ ^f ^ 

dy 
erhäit man nämlich in unserem Falle sehr leicht 



(3) 



dy ^ - f(3f) 
dx 1 — xf (x) ' 

Differenzirt man diess mehrmals nach x, so findet man für ^L^,—^, 

dx^ dx^ 

etc. Brüche, deren Zähler theils x, theils f{y) , f {y) , /^(y) etc. ent- 
halten und deren Nenner aus ganzen Potenzen von 1 — xf'{y) beste- 
hen. Sind nun f(^) , f'(y) , f'{y) etc. durchweg stetige Funktionen 
von y (odero:), so ändern sich auch jene Zähler und Nenner stetig; 
wenn aber die Quotienten keine Unterbrechung der Continuität erleiden 
oder unendlich werden sollen, so darf keiner der Nenner in Null über- 
gehen, was für 

1 - xfiy) = (4) 

der Fall sein würde. Nennen wir lo * h> ®t<^* die nach ihrer Grösse 
aufsteigend geordneten Werthe von x» welche den Bedingui^eD (2) und 
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(4) gleidixeitig genügen, so Ut klar» dass die Differenz 1 — ^f(^) von 

Null verschiedeo bleibt, wmio a: < Io> ^^er > 4> und < |i, oder > |i und 

< I2 ®^c« i^^* 'Au® diesem Alien zusaiunien folgt nun» dass die Diffenzial- 

quotienteo 

dy fl^9f d^y 

dx ' dx^ ' dx^ ' •••• 

stetig und endlich bleiben, wenn 

ar<fo oder lo<^<li oder gi <x <,h^ etc. 

ist. Das Nämliche findet auch mit der Funktion y selbst statt, weil 

aus der Stetigkeit und Endlichkeit von ^ die von y folgt. 

Unter den Wurzeln der Gleichung (2) d. h. unter den verschie- 
denen Funktionen y:=,q>[x), welche derselben genügen können, giebt 
es nun oiffenbar eine, welche mit x zugleich verschwindet, und diese 
möge die kleinste heissen; lassen wir daher x das Intervall a:=:0 bis 
x=:^ durchlaufen, so bleiben innerhalb desselben die Funktionen y^ 

JL , _^ ^ etc. stetig und endlich und folglich lässt sich die 

kleinste Wurzel y in eine nach steigenden Potenzen von 
X fortgehende Reihe verwandeln, sobald der Modulu's 
von X weniger als der von ^ beträgt. Die Grosse g ist aber 
nicht schwer zu finden, weil sie den Gleichungen (2) und (4) zugleich 
genfigen muss ; man hat nämlich : 

a: = £ÖÖ und a: = 5;^ (5) 

folglich durch Elimination von x 

/"(y) = y/'(y). (6) 

Die letzte Gleichung enthält nur y und ist also eine blos numerische; 
aus ihr erhält man für y gewisse Werthe (Wurzeln), die wir mit % 
% > % ^ • • • bezeichnen. Die Gleichungen (5) geben dann ebensoviel 
Werthe für a, die & > li > etc. heissen mögen, wenn sie so geordnet 
sind, dass & < li < & etc. ist 

Um das Vorhergehende — den Grundpfeiler der ganzen Unter- 
suchung — an einem Beispiele zu erläutern, sei f(y) '= ^ y^ + y + l 

also diejenige Funktion y in eine Reihe zu verwandeln, welche der 
Gleichung 

20 
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y — ' (|y* + y + 1) = 6 (7) 

Genfige leistet Hier hat man zur BestimmuDg der i; gemiUus Formel (6) 

ly« + 3,+ l=y(y + l), 
woran» für y die beiden Werthe 

% = + V"2 , 1/1 = _ V2 
folgen. Da nun nach no. (5) x = — -y sein mnss, so erhalten wn 
für a: die Werthe 

Da nun hier der Modulus (absolute Werth) vod |o weniger als der von 
|j beträgt, so ist die kleinste Wurzel der Gleichung (7) für diejenigen 
X in eine Reihe verwandelbar, deren Modulus < V2*— 1 ist. Diess 
lässt sich auch leicht direkt nachweisen; aus (7) folgt nämlich 

X 

Die kleinere Wurzel ist hier 

y = 1 — ^ — \^ i — 'lx'-x^ 

X 

von welcher man leicht nachweisen kann, dass sie fiir ar=0 sich an- 
nullirt. Will man nun auf die Quadratwurzel im Zähler die Formel 

anwenden, so muss der absolute Werth von 2x + x"^ weniger als l 
betragen^ woraus wieder j;<V^2— 1 folgt wie oben. 

Nennen wir jetzt y' die kleinste Wurzel der Gleichung 

so können wir setzen 

y — xf(^) = (y— y) i^(y), (8) 

wo ^(y) eine neue Funktion von y bedeutet, von der wir zwar nicht 
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die Form, aber wenigsten« .etnige Eigenschaften angeben können. Den- 
ken wir uns nämlich In der vorstehenden Gleichung y als Willkührliche 
Veränderliche 9 so erhellt auf der SteUe^ dass wegen der Continuität 
und Endlichkeit von f(tf) die Funktion 

^ y-y' 

weder unstetig noch unendlich wird^ so lange y von y' verschieden 
bleibt, und das Nämliche gilt von den Differenzialquotienten derselben ; 
ebenso leicht überzeugt man sich, dass für 3^=:0 die fragliche Funk- 
tion weder verschwindet noch unendlich wird. Nimmt man ferner die 
Logarithmen der Gleichung (8), nachdem man sie in folgender Form 

«y %ß 

geschrieben hat, so ergiebt sich leicht 

- / [i^xfM-\ = - /(i ~ 2?!) - /t/,(^), (9) . 
y y 

und da ip(y) für y = weder Null noch unendlich wurde, so wird 
A/;(y) für .V = nicht unendlich und bleibt wegen der Stetigkeit von 
'^iy) 9 '^' dy) 9 "^"(y) > ^^c* ebenfalls sammt seinen Differenzialquotien- 
ten stetig. Hieraus folgt, dass l'^l^iy) sich in eine Reihe von der Form 
l'^iy) =:bo + b^y + b^y^ + ... (10) 

verwandeln lassen muss, wenigstens innerhalb eines gewissen Inter- 
valles für y. Da ferner in (9) y' die mit x gleichzeitig verschwindende 
Wurzel der Gleichung y — a/(y) = bedeutet, während die anderen 
Wurzeln y für 07 = im Allgemeinen nicht verschwinden, so nähert 

sich der Quotient ^ für abnehmende x der Gränze Null , woraus folgt, 

y 

dass wenigstens innerhalb eines kleinen Intervalles (in Bezug auf x) 
y*>y' sein muss, so dass also die Gleichung 

gilt. Es wird also nach no. (10) 

' ,3 



-'p-^f'=i^K0'4(0" 



+ 



20* 
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Auf der rechten Seite lässt sich nun y' (aber nicht y) nnter gewissen 
Bedingungen, die wir vorhin kennen lernten, in eine nach Potenzen 
von X tortschreitende Reihe verwandeln, und das Nämliche gilt auch 
von y^ , y ^ etc. , weil diese letzteren Funktionen unter den nämlichen 
Bedingungen stetig und endlich bleiben wie y'. Denkt man sich diese 
Verwandlungen ausgefOhrt und hieraus diejenigen Glieder zusammen- 
genommen, die gleiche Potenzen von x zu Faktoren haben, so folgt, 
dass die rechte Seite der Gleichung (11) in eine nach steigenden Po- 
tenzen von X fortschreitende Reihe verwandelt werden kann, wobei 
die Coeffizienten dieser Potenzen theils positive theils negative Poten 
zen von y entlialten. Was aber von der einen Seite einer identischen 
Gleichung gilt, muss auch von der anderen gelten und mithin muss 
sich auch die linke Seite der Gleichung (11) in eine gleiche Reihe ent- 
wickeln lassen, wobei das folgende Resultat zum Vorschein kommt: 

-[&o + *iy+ M'+ •••] 

in welchem nur die Anordnung die umgekehrte ist. 

§. 54. 

Reihenentwickelüng für implizite Funktionen. 

Da die Funktion f(y) nebst ihren Differenzialquotienten als ste- 
tig und endlich vorausgesetzt wurde, so ist auf dieselbe das Mac Laa- 
rin'sche Theorem anwendbar, und das Nämliche gilt vom [f(y)]^ , 
[fiy)y etc. Bezeichnen wir zur Abkürzung f(y) mit F und mit 

(/>»F)(o)den Werth, welchen Y^^ bekommt, sobald man nach ge- 
schehener Differenziation ^^=0 setzt, so gelten jetzt die Gleichungen: 
f(jf) = F(o) + 2[-(Z>F)fo) + j^(0»F)to) + j-^ (I>»F)(o) + .... 
[f(y)Y = r\) + |(Z>F2)(o) + ^ (/>*F>)(o) + j-^ (D'^to) + . .. , 

[f(y)]» = r%) + f (ÖF»)fo) +i^^(^'^(o)+r^ (Z)»r>)to, +... 

u. s. f.. 
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und wenn wir diese Werthe in die Gleichung (12) substitttiren und dar- 
auf Alles nach Potenzen von y ordnen, so ergiebt sich: 

y i^ y* 2 +y=» 3 + * 
-[*o + *iy + 69^* + 



r 






Aus der Bemerkung nun» dass die Coeffizienten gleicher Potenzen von 
y einander gleich sein müssen, ergeben sich jetzt eine Menge von 
Gleichungen, welche theils zur Kenntniss von y' iy'^,y'^ etc., theils zu 
der von 60 > 61 , b^ etc. führen. Das Letztere ist hier weniger wesentlich, 
dagegen ist die Gleichung, welche sich durch Vergleichung der Coef- 
fizienten von -^ ergiebt, nämlich 

y = ^ r(o) + ^(öF«) (0) + -j^ (fl« F»),«) + . . . (1) . 

von hauptsächlichem Werthe, denn sie enthält geradezu die Auflösung 
unserer Aufgabe , die kleinste Wurzel y' der Gleichung y — a/(y) = 
in eine nach Potenzen von x fortschreitende Reihe zu verwandeln. Die 
Bedingungen, unter welchen die obige Formel richtig bleibt, bestehen, 
wie wir bereits wissen , darin , dass f(y) = Y , f (y) = DY , etc. 
stetige und endliche Funktionen von y sind, deren erste für y = fl 
nicht verschwindet, und dass endlich der Modulus von x kleiner als 
der Modulus des kleinsten x ist, welches man durch Auflösung der 
Gleichungen 
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/(,) = , /•'(5r).-=^=^^, (2, 

erhält. — Wir wollen dies« zunächst durch einige Beispiele eiiautem. 
L För r=f(ff) = €9 wird 

(/>'^»r«)(o) = •!«-■. 

Die kleinste Wurzel der Gleichung ff~^jc(9 = ist also: 

y " T"+T:2"+iT2:3 + •• <^^ 

Die Gleichungen (2) sind hier 

d. i. y = 1 , or = — . Die Formel (3) gilt demnach nur so lange, als 

der Modulus von x weniger als — beträgt. Diess kann man auch 

leicht auf anderem W>ge einsehen. Um nämlich die Convei^enz der 
Reihe zu beurtbeilen, hat man 

•^-172-;^' "•+> "^ riTT^i+i)' 

uu "" n»-i n + l""^ ^n^ iT+l ' 
folglich 

Lhn ??5±1 = e:r, 

und wenn diess <1 sein soll, so folgt j?<— wie vorhin; filr or ^ i 

^ e = « 

dagegen divergirt die Reihe und gilt dann der Funktion y nicht mehr 
gleich. 

IL Für F = f{y) = cosy findet sich Z^»^^co8«^ auf folgende 
Weise. 

Wegen 

cosy = — i^ , i z= V — 1 

hat man 

cos«y = i- U«9« + «ic(»-*)»*' + %6^"^)»«* + ...} 
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folglich 

Z)»»-*cos»y = i j(m)»-i6»»«* + wi((n— 2)i)»~ie(«-«)!^« 

(Z>*-^cos'*3()(o) = -^ {n«-i + ni(n— 2)»-i + Wa(«— 4)«*-i + ... } 

Für gerade n, also ungerade n — 1, heben sich in der eingeklammerten 
Reihe die ersten und letzten , zweiten und vorletzten Glieder auf; 
nämlich : 

TO»— 1 gegen (n — 2n)«— ^ = — n"^^, 
«1 (»—2)«-» „ ««-1 («-.2n+2)«~i = — fii (n— 2)«-S 
u. s. w., 

und folglich ist 

(/)n-icos»y)(o) = 
fiSr gerade n. Dagegen hat man fiir ungerade n also gerade (n — 1) 

(Z>»-icosi^)(o) = ^=^^ {n'»-i+«i(«-2)»-» + «,(M-4)»-i + ...} (4) 

oder 

(/>i-iF«)(o) = (-1)^««, 
wenn zur Abkürzung 

oa = ^. { w«-i + wi (n— 2)«-i + ««(w— 4)«-H . . . . ) 

gesetzt wird« Nach Formel (1) ergiebt sich nun, dass die kleinste 
Wurzel der Gleichung: 

y — X cosy = 

ausgedrückt wird durch 

^ -T"" 17273 + 1.2.5.4.5 ""• ' ^^^ 

Um die Grenzen fSr die Gültigkeit dieser Reihe zu bestimmen, müs- 
sen wir zunächst die Gleichung: 

cosy = — ysiny oder y + coty = (&) 

auflosen. Man übersieht sogleich, dass die reeüen Wurzeln dieser 
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Gleichimg zwischen y = -g- und y = « , y = ^ und y = 2« etc. 

zu suchen sind, weil y und coty von entgegengesetztem Zeichen sein 
müssen. Um auch noch zu erfahren, zwischen welchen Gränzen die 
Moduli der imaginären Wurzeln liegen, nehmen wir y z=z zi, wodurch 

wird und die Gleichung y + coty = in die folgende übergeht : 

Für 2 = 1 wird die linke Seite negativ, dagegen f&r z=r2 positiv und 
folgl. liegt eine Wurzel dieser Gleichung zwischen 1 und 2« Genauere 
Rechnung giebt z = 1,199678... und folglich ist y= (1,199678...) V^ 
die erste imaginäre Wurzel der Gleichung y + coty = 0. DiesB 
ist auch die kleinste Wurzel, weil ihr Modulus weniger beträgt als 

■^ , -^ etc. Vermöge der zweiten Formel in no. (2) ist nun in unse- 
rem Falle: 



— siny cosy 



woraus man leicht 



X = vi+y^ . 

findet- Diess giebt als kleinsten Werth von x: 

X = Vi— (1,199678.. .)2 = (0,662742... )V^=rr, 

und folglich ist 0,622742... der kleinste Modulus von x. Die Glei- 
chung (5) besteht demnach nur fär 

moda: < 0,662742... (7) 

III. Es sei f(y) = y^+a, also die kleinste Wurzel der Glei- 
chung 

y— ;r(y«+a) = 
oder 

y« — ~y + a = (8) 

in eine Reihe zu verwandeln. Hier ist nun wegen Y =: a + y^ 
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und da nach geschehener Differenziation jy=0 zu setzen ist, so er- 
hellt» dass m eine positive ganze Zahl sein muss» wenn nicht von ir- 
gend einer Stelle an (sobald nämlich n — 1 > m geworden ist) die 
Differenzialquotienten unendlich gross ausfallen sollen. Unter der ge- 
machten Voraussetzung werden alle diejenigen Differenzialquotienten 
=0« bei denen nicht 

n — 1 = m , 2m 5 3in , 4m 9 etc. 

ist. Man erhält nun leicht fär n — 1 = m: 

(/)»-iF»)(o) = »iO»-U.2.3...m 
d. i. 

(/>»F"»+i)(o) = (m+l)ia»1.2,3.. m; 
femer fiir n— 1 = 2m: 



\ (Z>»-*F«)(o) = WjBÖ»-«1.2.3...(2m) 



oder 

(Z)*»I^^i)(o) = (2m+l)aa*»-«1.2.3...(2m); 
dann wieder 

(1>3« jr3m+i)j^j — (3m + l)3a*»-«1.2.3. .(3m) 
u. s. w. 

und mithin nach Formel (1) fär n = l » m-|-l , 2m-|-l > 3m-|-l > etc. 
da fiir jeden anderen Werth von n die CoefBzienten verschwinden» 

+ (3m+l). '''^';'7^^ +..., 
wofiir man auch schreiben kann: 

y = ar + y nioa"».T'»+^ + ^ (2m)i a«»-i.c*»f ^ 

+1. (3m)aO»«-«Ä8«+i + . . . . (9) 

Um die Gränzen für die Gültigkeit dieser Reihe zu bestimmen» hat 
man nach der ersten von den Gleichungen (2): 

woraus sich 
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findet Die zweite der genannten Gleichungen giebt jetzt : 



1 _ 1 /m~l \ « 

und folglich muss in der Formel (9) 



m 



i ("ü—l^ " (10) 



modo: < — (— j 



sein. — Nimmt man spezieller ;r = — , so hat man nach no. (9) für 
die kleinste Wurzel der Gleichung: 

^« _ ay + a = (11) 

die Formel: 

y' = l + |iiioi + i(2m)ii,+|.(3ii,)al + ... (12) 

und nach (10) 

11 /m— 1 \"^ 
a m V ö / 
oder 

folglich 

|-<^-^^— • (13) 

Setzt man endlich noch m — 1 fiir m und — = 2;, so wird die kleinste 

a 

Wurzel y" der Gleichung: 

durch die Reihe: 

/ = H-|-(m_l)oz+l.(2m-2)i»« + i(3/n-3),*3+ . 



. (15) 
(».-2)">-« 

^ (m— !)• 
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ausgedrückt. Es Hesse sich übrigens bei diesem Beispiele eine Art 
von Probe machen , wenn man nämlich die Reihe in (15) rückwärts in 
die Gleichung (14) substituirte, wodurch man auf eine blose Identität 
kommen muss^ weil y! eine Wurzel jener Gleichung ^ also eines von 
den y ist, welches derselben genügt. Bezeichnet man zur Abkürzung 
wie folgt: 

■-(pm-'p)p-i = Ap, (16) 

also 

y = 1+Aiz + A2z^+A^i^+... (17) 

und schreibt die Gleichung (14) in der Form: 

^ Z 

SO ergiebt sich, wenn für y aus no. (17) y' gesetzt wird, 

(1 + Aiz + A^z^ + A^z^ + ...)"^^ 
= Ai + A^z + A^z^ + A^z^ + ... 

Nimmt man die Logarithmen und differenzirt nachher, so wird : 

_ J2-h2J3Z+3i442« + 4J5z8+ ... 

Ai+A^z + A^z^+A^z^ +... 

Multiplizirt man kreuzweis die Reihen und vergleicht hierauf die Coef- 
fizienten gleicher Potenzen von z, so findet man folgende Gleichungen : 

^1 = 1, 

j _ 2m— 2 j . 
iia 2 — '^i ^J ' 

A^ = — - — (AiA^ + A^Ai), 

A^ = ^a^ (A,As + A^A^ + A^A,), 



— (AiA^ -{- A^As 

u. s. f.. 



At = 52!^ (AiA^ + ^Ja + ^3^« + AtAi), 



oder allgemein: 
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und nun miissen natfirlich die nach der Formel (16) . berechneten 
Werthe von Ap , Ap.^ y .». A^ , Ai die vorliegende Gleichung erfül- 
len. Es ist aber die letztere eine Rekursions- und no. (16) eine in- 
dependente Formel, und daher kann man auch umgekehrt sagen, wenn 
eine Reihe von Grossen Ai , A^ 9 ••• Ap, äie mao noch nicht näher 
kennt, der Rekursionsformel (18) genfigen soll» so mnss die allgemeine 
Form derselben durch die independente Formel (16) bestimmt werden. 
Es ist übrigens nichts weniger als überflässig, för dieselben Grossen 
dergleichen doppelte Relationen aufzustellen , weil es häufig vorkommt, 
dass man für eine Partie von Grossen sehr leicht eine Rekursionsfor- 
mel finden kann, ohne eine independente Formel angeben zu können. 
Wollte man in solchen Fällen die letztere aus der ersteren durch suc- 
cessive Substitutionen ableiten, so wurde man sich erst in einen ziem- 
lich umständlichen Calcül einlassen, darauf aus den fiir Ai , A^ , A^ 
etc. gefundenen independenten Ausdrucken die allgemeine Form von 
Ap errathen müssen und hätte sich endlich nach einem Beweise för 
dieselbe umzusehen, indem man zeigte, dass Ap^i unter derselben 
Form steht wie Ap, was oft wieder sehr umständlich ist. — So hat 
z. B. die oben behandelte Aufgabe eine geometrische Bedeutung. Stellt 
man nämlich die Frage, auf wieviel verschiedene Arten sich ein pEck 
durch Diagonalen im mEcke zerlegen lässt, und bezeichnet die Anzahl 
dieser Arten mit Ap, so kann man sich durch eine einfache geometri- 
sche Betrachtung*) überzeugen, dass zwischen Ap , Ap^i , Ap-^, etc. 
die Rekursionsformel (18) statt findet Nach no. (16) folgt dann sogleich, 

dass sich ein pEck durch Diagonalen auf •— (pm — p)p-i verschiedene 

Weisen in mEcke zerlegen lässt. 



*) M. ■• hierüber Grunerts Archiv der Mathematik. Theil I. S. 193. Setzt 
man für (/WI— l?)p— 1 seinen Werth, so wird: 

^ _ (»>— l)(/y»t— ;y— l)(/y»i>-/y — 2)...r;y»i-(2/>— 2)) 
' 1.2.3 .... (;?— 1) 

Dies« stimmt mit der a. a. O. darch Induktion entwickelten aber nicht weiter 
bewiesenen Formel überein, wenn man statt p den dort gebrauchten Buch- 
staben i setzt. Das Obige enthält demnach den Beweis für die Richtigkeit 
jenes induktiven Resultates. 
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§.55. 

Entwicklung einer expliziten Funktion von einer 
impliziten Funktion, 

Um die Allgemeinheit noch hoher zu treiben^ wollen wir jetzt 
die Aufgabe behandelDy nicht schlechtweg die kleinste Wurzel y* der 
Gleichung y — ^f(y) = 0, sondern eine gegebene explizite Funktion 
von ihr, etwa F(y') in eine nach Potenzen von a: fortschreitende Reihe 
zu verwandeln. Die Muglichkeit dieser Entwickelung und die Bedin- 
gungen ihrer Gültigkeit sind a priori leicht einzusehen. Wäre nämlich 
F(y') eine stetige und endliche Funktion von y* und wären es auch alle 
Differenzialquotienten von ihr, wenigstens innerhalb eines Intervalles 
y =0 bis y* = fi9 so würde man für eben dieses Intervall die Gleichung 

F(y') = F(0) + ^^(0) + g F"(0) + .... 

aufstellen können. Da sich nun unter gewissen Bedingungen y' und 
ebenso y'^ , y'^ in Reihen verwandeln lassen, die nach Potenzen von 
r fortgehen, so ist diess auch mit der ganzen rechten Seite der vor- 
stehenden Gleichung und ebenso mit der linken der Fall. Zu den 
bereits bekannten Bedingungen für die Entwickeibarkeit von y' kommen 
also noch die hinzu, dass F(y') ,F(y^),F"(y'), etc. stetig und endlich blei- 
ben müssen innerhalb eines gewissen bei ^'=0 anfangenden Intervalles. 
Wollte man nun die Aufgabe selbst dadurch zu lösen versuchen, 
dass mau in der obigen Gleichung för y' , y'* , ^'^ , etc. ihre nach 
§. 54. angebbaren Werthe setzte, so würde man sich in eine höchst 
umständliche Transformation verwickeln; viel kürzer dagegen kommt 
man auf folgende Weise zum Ziele. Wir multipliziren die Gleichung 
(12) in §. 53. mit 4>(y), wo 4>(y) eine nebst ihren Differenzialquotienten 
endliche und stetige Funktion bedeutet und vergleichen in der so ent- 
stehenden neuen Relation die Coeffizienten von — , welche beiderseits 

y 

vorkommen. Nun ist die linke Seite: 
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wobei sich wegen der der fär 0(y) angegebenen Bedingangen 

0(y) = <P(0) + f <I>'(0) + *^ 0^(0) + ... 

setzen lässt Der subtraktive Theil des in (1) steheDdeo Ausdruckes 
erhält bei dieser Substitution offenbar nur ganze positive Potenzen van 
y und wir brauchen daher keine Rücksicht auf ihn zu nehmen ^ weites 

sich blos um den Coeffizienten Ton handelt Der Minuendus in (1) 

y 

wird jetzt 

»ll*(0) + |*'(0)+ g *"(0) + .... 

+ |^l*(0) + f-*'(0) + g 4>"(0) + .... 1 



und dabei ist der CoefBzient von — : 

y 
«^<p(o; + j^0'(O) + j^i.<^(0) + j-|^ o^'-co) + .... (2) 

Die rechte Seite der Gleichung (12) in §. 53. wird femer fSr f(y)=: V 
und nach Multiplikation mit 0(tii) 

i^r*(y)+^^pF«a>(j,)+g^r»a)(y) + .... (3) 

und wenn wir auf jedes einzelne Glied das Mac Laurin'sche Theorem 
anwenden 9 was hier erlaubt ist^ weil unter den gemachten Vorausset- 
zungen ^(y) 9 F, F* , F3 , etc., folglich auch die Produkte YO(y), 
Y^0(y) , Y^O(y) , etc. in Reihen von der Form A + By + Ck/^ + etc. 
verwandelbar sind, so geht die Reihe (3) in die folgende über: 

j^l[r*(»)]o+f {-OLF*(y)]l(o)+|^ \D^ir^(y)]Uo) + -.\ 
+ 2^i[F»*(y)]te) + |-{Z>[F2<I>(2,)]Uo)+j^ {IP[¥^^(y)]Uo) +....] 
+ 3^i[i"*(y)](o)+f t2)[F3*(3,)]}to) +S^ {ö«[F3*(^)]}fo) +....} 
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und hier ist der CoefBzient von — : 

y 

f [r*(y)](o)+ o (^['''*^y)]lto) +1-^ {/>*[F»*(y)Jl(o, + .... 

Durch VergieichuDg dieses CoefBzieDten von — mit dem schon unter 

\/ 
no. (2) gefundenen ist nun: 

•f <P(0)+|^*'(0) + j^(P''(0) + .... 

Setzt man noch !5r>(y)=F'(y), also <^'(y)^F"(y) , *'%)=F"(y),etc. 
so geht die linke Seite dieser Gleichung üher in: 

^' ^(0) + ^F"(0) + jl^F"(0) + ... 

un,d nach dem Mac Laurin sehen Satze ist F(y')^F(0) ihre Summe, 
weil F'(y) , F"(y) , etc. den für *(y) , 4>*(y) , etc. gemachten Voraus- 
setzungen nach innerhalb eines mit^=0 anfangendeen Intervalles ste- 
tig und endlich bleiben. Wir haben daher nach dem Obigen: 

+ Xl^ t />n I'» ^ (y)] } (0) + . • . (4) 

und hierin die Auflösung unserer Aufgabe. Die Gleichung selbst gilt 
so lange als f(y)= Y , f'(y) = DY , fiyy^D^Y , etc., ebenso F(y), 
F'(y) , F"(ij) , etc. innerhalb eines bei Null beginnenden Intervalles 
stetig und endlich bleiben, dass ferner /(O) weder Null noch unendlich 
gross und der Modulus von x kleiner als der Modulns des kleinsten x 

ist, welches die simultanen Gleichungen Y=yDY und x = ^rr— — 

erföm. 

Die gefundene Formel lässt sich übrigens durch einen sehr ein- 
fachen Kunstgriff noch verallgemeinern. Man setze nämlich: 

Y=zf(y) = (p(y + a) ,F(y) = 0(y + a), 

wo a eine willkiihrliche Constante ist; es wird dann 
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*(»' + «) = *(«) + Y [9»(y+o)*'(y+a)](o) 



und hier bedeutet nun ;/ die kleioste Wurzel der Gleichung: 
y— «9)(y +o) = 0. 

Dabei wäre der CoefBzient Ton =-3 in der obigen Reihe 

1.2. ..n " 



{Z)-l[y(y + 0) *'(y + 0)]|fo) 

d. i. 

Setzt man aber zur Abkürzung y + a = z, also dy =i dz^ so wird fSr 
^1:^0 y z^=ia, folglich der vorliegende Ausdruck gleich 






oder analog unserer vorigen Bezeichnung: 
und mitbin ist nach dem Obigen: 



*(y' + a) = *(o) + ^[9,(*)*'(z)](.)+^ \D[q>{z) *'«])(., 

+ OT {^i9K5'*'W])w + ••• 

Schreibt man kürzer y — a &x y^ also auch» weil y^ eine besondere 
Form Ton y \st, y'— a fär y^ so geht die Gleichung (5) über in: 

y — a-^xtpi^) = oder y = ^9(y)-f o» 

und die vorige Formel wird 

*(y')=*(o) + j[y (*)*'(*)](.) + ^ (Z)i^V(z)])(.) + .... 

Setzen wur endlich noch arrz^ so können wir die angehangenen Mar- 
ken weglassen 9 weil immer z = z ist^ und wenn wir noch /'und F för 
€p und schreiben^ so wird, wenn y^ die kleinste Wurzel der Glei- 
chung: 

y = ^m + z (6) 
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bedeutet, und also eine Funktion zweier Variabelen x und z ist> 
J-Cy) = F(,x) + ^[/•(.)F'(0] + ^Z)[/'(r)''F(r)] 

+0^^[/-W»^«] + ... (7) 

V^'o sich die angedeuteten Diflferenziationen auf z als unabhängige Va- 
riabele beziehen und /(z)^ , /(^)^ * ^^^* ^®' Bequemlichkeit Wegen für 

/'(z) , /(z) ^ etc. gesetzt sind. Die vorstehende sehr ellgenieine Glei- 
chung heisstdas Theorem oder auch die Umkehrungsformel von 
Lagrange und gilt nach den für die Gleichung (4) angegebenen Be- 
dingungen nur solange als /(O) nicht =0 oder x , f{^) y f (y) , f'{y)y 
etc.; ebenso F(y) ^ f^Q/) > F^'iy) » etc. stetig und endlich innerhalb 
eines bei Null anfangende^ Intervalles bleiben und der Modulus von w 
kleiner als derjenige ist^ welcher dem kleinsten^ die simultanen Glei- 
chungen 

/(3/) = (y-)r(.).-=-5^;=^j (8) 

erfüllenden x zugehurt. — Nimmt man in der Formel (7) nach Aus- 
fuhrung der angedeuteten Operationen zz=0, so kommt man auf die 
Formel (4) zurück. 

§. 36. 
Die Umkehrung der Reihen» 

Um ein etwas allgemeineres Beispiel für die Formeln des vorigen 
Paragraphen zu haben ^ wollen wir eine Aufgabe behandeln, welche 
einige historische Berühmtheit hat» weil man sich zu Zeiten der com- 
binatorischen Schule viel mit ihr beschäftigte. 

Wenn zwischen x und y eine Gleichung von der Form 

^ = öo.y + fhy^ + «a^* + flay* + •••• (i) 

besteht 9 worin die Reihe auf der rechten Seite als eine convergente 
vorausgesetzt wird"^), so ist umgekehrt auch y und ebenso y^ eine 



*) Convergenz ist desshalb nöthig, weil die Formel Toa Lagrange X als 
eine bestimmte endliche Orösse voraussetzt, was nicht der Fall sein würde, 
wean die Reihe 00^ + «!^® + etc. divergirte. 



21 
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genlflse Funktion von x, welche inaD auf folgeude Weise lO eioe nach 
Potenzen von jp fortschreitende Reihe ver^vandeln kann. Man setze 
zur Abkürzung: 

*(») = floy + «ly* + fl2.y' + «ay* + •.- (2) 

so ist 

ar =: if;(y) oder auch y ^=z x ^ • (3) 

Vergleichen wir diess mit der früher betrachteten Relation: 
y— Ä/(y) = oder y = xf(y). 



60 ist 



^<»>=''=tfe==rMriMrz' <*> 



und diese Funktion erfüllt in der That die im vorigen Paragraphen ihr 
auferlegten Bedingungen« Ausserdem ist noch« da y^ gesucht wird, 

und folglich der CoeiBzient von ai^ in der Reihe (4) des vorigen Para- 
graphen : 



m 



' 1.2.3... « LV-V^Cy), 

Nach (4) ist nun ferner 



-n '^^ [(?fe)"^"-^] '" *='• ^'^ 



\t (y)/ («0 + «1 y + «av* + •••)" 

— n 

= («0 + «ly + «ay* + ••••)• 

Denkt man sich hierauf das Binomialtheorem angewendet« was man 
desswegen darf, weil wenigstens innerhalb eines kleinen Intervailes 

giy+<ygy'-f «3y^ + '*' ^ i 

ist, so kann man 






Po + ^iy + /W+^s»» + -.. (6) 



(y)> 

setzen, wo durch P gewisse Coeffizienten bezeichnet werde«, die nur 
von n und den Constanten a^^ y a^ , a.j^ , etc. abhängen. Man hat dann : 

= D*-i t ny— » + Pijr + i'ay-+' + P'y"+* + ... } (7) 
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und da nach geschehener Differenziation ^ = gesetzt wird, so muss 
m eine positive ganze Zahl sein, wenn nicht der Coeflßzient in no. (5) 
unendlich werden soll. Unter dieser Voraussetzung giebt es in der 
vorstehenden Reihe ein Glied 

worin der Exponent von y gleich n— 1 ist; diess geschieht nämlich 
für ^=71 — m, so dass man die Gleichung (7) auch in folgender Form 
darstellen kann : 



*^'[(^)"»-] 



woraus sogleich folgt: 

"^^ [(4))"'"""3^"'=" 

== 1.2.3...(n— l)7V-m. 
Nach no. (5) ist nun 

TW ""* 

— Pn^m der CoeüGzient von ar«. 
n 

Wollte man hier w = , 1 , 2 , etc. setzen , so wurden mehrere der 

GrGssen P negative Indices erhalten ; dergleichen P müssen aber Null 

sein, weil in der Gleichung 

(«o + «ly + «2^* + «3^' + •••)"• 

= K + A3^+^23^^ ^-%y^ + .... 

keine negativen Potenzen von y vorkommen können. Nehmen wir nun 
n = m , m + 1 , 7ii + 2 , etc., so sind: 

^ ~ü yw ~Ji~^ m "^""^ 
m ^^'w + 1 ^i^m + 2^2 > ... 

die Coefüzienten von 

und die Gleichung (4) des vorigen Paragraphen giebt jetzt wegen 

»■" = 57«- + »-fl^'«-^' + 575'"^''-'+... ® 

wobei y' die kleinste Wurzel der Gleichung 

Ä = floy + (hy^ + a^y^ + a^y^ + ... (9) 

bedeutet. Für 7n=:l hat man sehr einfach 

21* 
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9" = iiiä'+li^t^*+l~Ax>+\~A^+-- (10) 

Die GrSnzen flir die Gflltigkeit der Formeln (8) and (10) sind leicht 
zu bestimmen, wenn man bemerkt, dasa 

ist, und das8 mithio die simultanen Gleichungen: 

/'(») = yr(y).* = ^ 

in die folgenden übergehen ; 

y^^ = o.^=*Cv). (11) 

Zar Vollständigkeit der gegebenen Auflosung fehlt nun noch die Be- 
stimmung der Gr(issen Poy Pi » ®tc. , die man leicht aus den folgenden 

n n n n 

Pq » Pt 9 P% » P^ » ••• 
ableiten könnte, wenn die letzteren bekannt wären. Für diese lassen 
sich nun ebensowohl independente als rekurrirende Formeln aufstellen. 
Das Erste kann mittelst des Mac Laurin sehen Satzes geschehen , wenn 
menn man berücksichtigt, dass für 

= Po + Ay + Ay* + Ky^ + ..., 

auch gleichzeitig 

«(2^) = <Z>(0) + ^<P'(0) + J2i <1>"(0) + ... 
sein muss» woraus 

A, = <P(0) , A = \^'(Si) ' A = o <^'(0) , etc. 
folgt. Man hat aber leicht folgende Gleichungen : . 

*' (y) = ntp (y)»-^g)' (y) , 

^(y) = «(ii-l)(«-2)(it-.3)9(y)«-3g,'(y)3 + 3«(n— l)9)(y)«~V'(3r)9>''(y) 

U. 6. f. 
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Ffir ^=0 ergeben sich nun wegen 

9(y) = «0 + «ly + «2»* + ••• 
q>(0)=ao , 9'(0) = l-«i y g>''(ß) =zi.2.az , <(0) = 1.2.3.08 , etc. 

leicht die Werthe von *(0) , *'(0) , **'(0) , etc, und hieraus 
Po = öo". 

n 

Pi = wao"~^Oi » 

u. s. f. 

wo es indessen sehr schwer ist, das allgemeine Gesetz , wonach sich 
diese Ausdrücke bilden, zu errathen. 

Brauchbarere Relationen fiir die gesachten Grossen, welche man 
die Polynomialkoeffizienten nennt, giebt folgende Rechnung. 
Differenzirt man die Gleichung: 

(«0 + «ly + «2?^ + Gay' + ••••)• ) 

u n u n \ (13) 

= Po + Piy + P^y^ + Pzy^ + ..-. ) 

so ergiebt sich 

«(«0 + «ly + «2»^ + .•.)'*~M«i +202^ + 3fl3y« + ...) 

= h +2Pay + 3^3^^ + ... 
ferner durch Multiplikation mit Oo + ^ly + o%y^ + »••y wenn man links 
die Gleichung (3) berücksichtigt, 

«(Po + Ay + hy^ + ...) («1 + 2öay + 3asy* + ...) 

= (A + 2Ay + sAy^ + ..•) («0 + «ly + fl2y* + ...)• 

Führt man die hier angedeuteten Multiplikationen aus, ordnet hierauf 
Alles nach Potenzen von y und vergleicht dann die Coeffizienten glei- 
cher Potenzen von y, so gelangt man zu folgenden Relationen: 

n n 

QqPi =naiPo, 
2aoPa + «1 A = ««1 A + 2naaA> 
Sflo^s + 2aiPa + oaA = «Oi A + 2waiA + 3«iB3^o» 



u. s. w.. 
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voraus man auch leicht die folgenden ableiten kann: 

n ^ n 

^» = 17^«''»^»' 

^a = 27^ l(n-l)«iÄ + 2««aPol, 

A = ö— {(n— 2)fl,Pa + (2M— l)flaA +3«a3 Al. 
u. s. f. 

d. i. überhaupt für ein ganzes positives s: 

+ (3ii-* + 3)a3Ä~3 + •..} (14) 

und nach dieser Rekursionsformel ist die suecessive Berechnung der 
Polynomialkoeffizienten nicht schwer. 

Die Formel (10), welche die Auflösung des sogenannten Proble- 
mes der Reihenumkehrung enthält, kann dazu dienen, um aus 
einer Reihe für irgend eine Funktion '^(y) eine Reihe für die umgekehrte 
Funktion abzuleiten. Eine Gleichung wie a:=i/;(^) lässt sich nämlich 
in vielen Fällen nach y auflösen, so dass mau y=g>(a:) findet und dann 
nennt man jede der Funktionen g>(a:) und t|;(^) die Umkehrung der 
anderen. Hat man daher für die eine derselben, etivai/;(^), eine Reihe 

^(y) = «0^ + «1»^ + Gay* + •••• 

gefunden, so giebt die Formel (10) die Reihenentwickelung der umge- 
kehrten Funktion, nämlich: 

<P(^) = [Poa: + ^lß^ ^r« +i7i^3 + .,, (16) 

vorausgesetzt nämlich, dass q>(a:) diejenige ümkehrung von t/;(y) ist, 
die mit x gleichzeitig verschwindet. Nimmt man z. B, in no. (15) 

^(y) = Arctany, also Oq^I , ax=0 , a^ = — g- , a^=0,a^=z+^^ 

etc., so folgt aus ar=Arctany umgekehrt y=^taxkx und folglich ist 
nach (16): 

1 -i 1-2 1 -a 

tana: z=z ^ p^ x + ^ P^x^ + 3 P^x^ + .... 
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und nach no. (14) 

^ _ 1 j2ii--Hj Ä iws + 4 « Qn^s+6 « . 



woraus man 



i^ = , Ps = , Pß - , etc. 



findet, so dass blos übrig bleibt: 



tan ar = i Pqx + ^ P^x^ + g- P^x^ + . .. (17) 
Die Gleichungen (11) werden jetzt 

Die einzige Auflosung, welche die erste hat, ist y = X), woraus :r = 
^ folgt. Die Gleichung (17) gilt demnach nur so lange als der Modu- 

lus von X weniger als -^ beträgt , was wir schon auf auf anderem Wege 

gefunden haben. 

So elegant übrigens auch die Methode, neue Reihen durch Um- 
kehrung ^chon bekannter zu entwickeln , scheinen mag , so wenig prak. 
tischen Werth, hat sie ; denn da das independente Gesetz der Polyno- 
mialkoeffizienten sehr yervtickelt ist, so kann man auch in der umge* 
kehrten Reihe (16) die allgemeine Form der Coeffizienten Ton x ^ x^^ 
x^ etc. nicht independent angeben, was aber gerade ein Haupterforderniss 
jeder guten Reihenentwickelung ist. 



Cap. X. Anwendungen auf Geometrie. 

§57, 

Tangenten und Normalen ebener Curven. 

Schon früher einmal in § 12. haben wir die geometrische Bedeu- 
tung des Differenzialquotienten einer Funktion f{x) für den Fall er- 
kannt, dass f{x) das BilduDgsgesetz derOrdinaten einer ebenen Curve, 

also 
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y = f{^) 

die GleichttDg der leUteren auf rechtwinkliche Coordinaten bezogen 
darstellt. An fig. 7. Dämlich sahen wir, dass wenn r der Winkel 
ÜPT = BST heisst, welchen die Tangente ST im Punkte P, de^en 
Coordinaten OA = x , 4P == y ^iod , mit der Abscissenachse macht, 
die Gleichung: 

^ = /"(a;) = tanr (1) 

statt findet. Dort diente dieses Resultat zur Veranschaulichung der 
Operation des Differenzirens, hier soll es uns auf dem Gebiete der 
Geometrie weiter führen. 

Nennen wir in fig. 7. OJl=S und A^F= 17 die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes der Tangente ST, so ist 

n-^y = (S— <a:)tanT, 
wie sich sehr leicht ergieht, wenn die Differenzen 17 — y und 
g — X mittelst zweier Hulfslinien construirt werden ; vermöge des vorhin 
bestimmten Werthes von tanr haben wir nun auch: 

und diese Relation, welche zu jedem | das zugehörige 1/ finden lehrt, 
ist nach der Sprache der analytischen Geometrie die Gleichung der 
Tangente am Pnnkte {x,y). 

Errichtet man im Punkte P eine Senkrechte PNsluT die Tangente, 
so heisst PN die Normale der Curve im Punkte (^9^); nennt maa 
ferner | , 17 die rechtwlnklichen Coordinaten irgend eines Punktes der- 
selben, so überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Gleichung : 

S — ^ = (y — i?)tanr 
oder 

und hieraus ergiebt sieh: 

als Gleichung der Normale im Punkte (x,y). 

Will man diejenigen Stücke der Tangente und Normale haben^ 
welche zwischen die Abscissenachse und deu Punkt (<sc,y) fallen, also 



Digitized by VjOOQIC 



310 

die Strecken PS and PN, welche man auch die Längen der Tan* 
gente und Normale nennt , so braucht man Mos asu berücksichtigen« 
dass der Figur nach 

PS= JL. , PNz= -SLy 

Bin Z C08 T 

andererseits aber 

tan T 1 

sinr = =r , cosrrz- 



V^l + tan^r \^l+tan«r 

ist. Substituirt man daher für tan r seinen Werth« so wird: 

Norm. = » ^1 + (gy = f(x) Vi+7^a. (5) 

Auch die Strecken AS und AN der Abscissenachse, welchen man die 
Namen Subtangente und Subnormaie gegeben hat« lassen sich 
leicht angeben« wenn man berücksichtigt« dass sie diejenigen Werthe 
der Differenzen | — x in den Gleichungen der Tangente und Normale 
sind« welche der Ordinate ^2=0 entsprechen. Nimmt man nämlich in 
der Gleichung (2)iy=:0« so reduzirt sich ^ auf OS und folglich ist« ab- 
gesehen vom Vorzeichen« JÄ= OS — OA = |— a:; in der Gleichung 
(3) wird ferner für i^=0 « |=OiV, mithin AN = ON^ OA = |— ar, 
folglich : 

Subn. =3^ ^^nx)f'{x) 

Es folgt hieraus« dass die Ordinate y=^f{x) die mittlere Proportionale 
zwischen der Subtangente und Subnormale ist« was man auch unmit- 
telbar aus der Betrachtung des bei P rechtwinklichen Dreiecks SPN 
einsieht. 

Die Formeln (4)« (5)« (6) und (7) dienen hauptsächlich zur Auf- 
findung geometrischer Construktionen « mittelst deren man an einen gege-* 
benen Punkt {a;,y) einer Curve eine Tangente legen kann; kennt man 
nämlich nur eine der Grössen Tang.« Norm.« Subt.« Subn.« so ist es 
sehr leicht die Tangente oder Normale zu ziehen« und wenn sich also 
nur eine der gefundenen Formeln geometrisch construiren lässt« so bat 
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man hierin eine rein geometrische Losung des genannten Probleme«. 
Diess mugen einige Beispiele zeigen. 

I. Nimmt man die Achse einer Parabel zur Ordinatenachse und 

eine durch ihren Scheitel senkrecht auf die Achse gezogene Gerade zur 

Abscissenach.se, so ist die Gleichung der Curve 

x^ 

X = Spy oder y = ~, 

worin p den Parameter der Parabel bezeichnet. Es folgt hieraus: 

dy 2a: ^.^ p 

dx p * dy 2ar 

und nach den früheren Formeln 

Tang. = ^V/^« + (2a;)2 , Norm. = | V/?H(2a;)« 

Subt. = f . , Subn. = ?^ 

2 p^ 

und da sich alle diese Ausdrucke geometrisch construiren lassen, so 
giebt diess vier verschiedene Regeln zum Tangentenziehen, von denen 
diejenige die einfachste ist, bei welcher man von der Subtangenten- 
formel ausgeht. 

IL Um auch einen Fall zu betrachten, in welchem die Glei- 
chung der Curve nicht nach y auflösbar ist, also y nicht als ent- 
wickelte Funktion von x angegeben werden kann, sei 

x^ — Zaxy-^-y^ =■ 

die Gleichung der gegebenen Curve, welche man wegen der Schleife, 
die sie bildet, das Blatt des Cartesius genannt hat (fig. 18). Um hier 

zunächst den Differenz! alquotienten --^ zu finden, wenden wir die Re- 

gel an, dass wenn zwischen x und y eine Gleichung von der Form 

F(x,y) = 

besteht, der Differenzialquotient von y durch die Formel: 

dF(,x,y) 

dy dx 

do! "*" dF(x,y) 
dy 



Digitized by VjOOQIC 



312 

bestii&mt wird , worin Zähler und Nenner auf der rechten Seite parti- 
elle Differenzialquotienten bedeuten. Diess giebt in unserem Falle : 

dy 3ar* — Zay x'^-^ay 

dx %* — Zax y^ — ax* 

Hieraus folgt u. A. 

Subt. = V -j-H-i? =y -— , 

^ y^--ax ^y^_J 
a 

und diess iässt sich leicht geometrisch coDstruiren, wenn man berück- 

X^ Tfc . • . x^ 

sichtigt^ dass — die vierte Proportionale in a\x =^ x i —, folglich 
a y a 



X^ 1/* 

— ~^y> ebenso «L — x eine bestimmte Gerade und der ganze Ausdruck 

v^ x^ 
für Subt. die vierte Proportionale zvl^ x^y und y ist 



in. Die Gleichung der Cykloide besteht bekanntlich darin y dass 
die Coordinaten u und v vom Anfange der Bewegung an gerechnet die 
simultanen Gleichungen ^) : 

u = r{^ — sin-^) , v ziz r(l— cos-^) 



*) Die Cjkloide ist bekanntlich der Weg, den irgend ein Punkt eines Krei- 
ses beschreibt, der sich auf einer Geraden fortwälzt, ohne zu gleiten. Sei in 
fig. 19. der Mittelpunkt dieses Kreises OP = r , AB die gegebene Gerade 
und A die Stelle, Ton welcher aus die Bewegung anfing. Der Punkt des Krei- 
ses , dessen Bahn wir betrachten , möge P sein , wobei wir voraussetzen , dass 
im Anfange P mit A zusammenfiel. Setzen wir noch AM=^U , MP=v, 
j:LNOP=&, so ist klar, dass die Strecke AN = dem Bogen NP iH, weil sich 
der Kreis auf der Geraden AB abwickelt. Hieraus folgt : 

U = AN^MN -= AN'-PQ 
= r^ — rsin^ = r(^ — sin^); 

V = ON^OQ = r— rcos^ 
= r(l —cos^) 
und diess sind die oben erwähnten Gleichungen. Für ^=n:, also wenn der 
Kreis eine halbe Umdrehung gemacht hat, wird u-=^AD=.rit , v = CD=2r 
und für ^ = 27r, also nach einer ganzen Umdrehung U = 2r7r , v = 0. 
Die Basis der Cjkloide ist also dem Umfange des erzeugenden Kreises und 
ihre Höhe dem Durchmesser desselben gleich. 
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ernilen, wonn r den Halbmesser des erzeageodeo Kreises und ^ den 
WälzaogswiDkel bezeicbnet Reeboen wir aber die CoordiDaten vom 
Scbeitel der Cykloide aus» und die Hube der Cyldoide snr Achse der 
X, so ist: 

X := 2r— V » 3f = m — v» 

oder oacb dem Vorigen: 

X = r(l+cos(^) , y = r(«— ^ + sind). 

Um hierans -^ abzuleiten , diSerenziren wir beide Gleichungen nach ^, 
dx 

woraus sieb 

^= -rsin^ , ^ = -r(l- cosd) 



und durch Division 

ergiebt. ADdererseitcf ist aber anmittelbar 

1+C08« = - , folglich 1— cos*= ^^=^ 

T T 

und durch Substitution dieser Werthe erhalten wir jetzt: 

dx y X ' 

Mit Hülfe der Formeln (4), (5), (6) und (7) findet man nun: 

Tang. = y i/ ^ , Norm, = ^ V"2r,(2r— a:), 
1 2r — X ^ 

Subt. = y \f ^ , Subn. = y iT^EÜ 
J 2r — X If X 

und i»s würde sehr leicht sein, diese Ausdrücke geometrisch zu con- 
/Btruireo. 
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§.58. 
Die Asymptoten ebener Curven. 

Wenn sich eine Curve oder weDigstens einer ihrer Zweige ins 
Unendliche erstreckt und man successiv an alle Punkte derselben Tan- 
genten legt oder, was auf das Nämliche hinauskommt^ wenn man den 
Punkt, an welchem eine Tangente gezogen ist , auf der Curve ins Un- 
endliche hinausgehen lässt 9 so sind hinsichtlich der verschiedenen Rieh' 
tungen, welche diese Tangente nach einander annimmt, zwei Fälle 
denkbar; nämlich entweder nähern sich dieselben mehr und mehr einer 
bestimmten Richtung als Gränze oder nicht» denn da r immer eine ge- 
wisse Funktion von a: ist, etwa T=z(p(a:), so muss für unendlich wach- 
sende a: sich Lim 9(0:) entweder angeben lassen (überhaupt existiren), 
oder nicht. Ausserdem sind hinsichtlich der Lage jener successiven 
Tangenten noch zwei Fälle mciglich; ihr Durchschnitt mit der Abscis- 
senachse wird nämlich immer fortrücken, entweder bis zu einer be- 
stimmten Stelle oder nicht. Finden nun die jedesmaligen ersten Fälle 
in diesen beiden Distinktionen gleichzeitig statt, so existirt eine ge- 
wisse Gerade, welcher sich die successiven Tangenten der Curve un- 
begränzt nähern, eine solche Gerade heisst eine Asymptote der 
Curve, weil man auch sagen kann, dass die Curve selbst sich dieser 
Geraden unausgesetzt nähert und ihr so nahe kommen kann als es nur 
verlangt wird, ohne aber jemals dieselbe zu erreichen. 

Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich nun sogleich ein sehr ein- 
faches Mittel zur Entscheidung der Frage, ob eine gegebene Curve 
Asymptoten habe oder nicht. Erstlich nämlich muss man untersuchen, 
ob der Winkel r also auch tanT sich einer bestimmten Gränze nähert 
oder nicht; heisst t^ dieselbe, so ist 

tan Xi = Lim -=^. (1) 

Femer muss die Grösse OS in fig. 20. einer angebbaren Gränze zueilen ; 
da aber OS diejenige Abscisse | eines Punktes der Tangente ist, für 
welchen iy == wird, so hat man nach Formel (2) im vorigen Para^ 
graphen 

j. da: 
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und wenn $] der Gränzwerth von £ fiir unendlich .wachsende x heisst, 

Si = Lim(a: — y ^). (2) 

Haben nun in (1) und (2) r^ und g^ angebbare Werthe, so kann man 
auch leicht die Gleichung der Asymptote aufstellen; denn wenn a^ , y' 
die Coordinaten irgend eines Punktes dieser Geraden sind, so findet 
offenbar die Relation: 

y' = (ar'-&)tanTi (3) 

statt und diese ist nichts Anderes als die Gleichung der Asymptote selbst. 

Um hiemach zu untersuchen ^ ob z. ß. die Parabel Asymptoten 
habe oder nicht, nehmen wir 



y=<px, also %=\^^. 



woraus 

Tj = Lim ■ — 

\x 

folgt. Die Richtungen der Tangenten nähern sich also immer mehr 
dem Parallelismus zur Parabelachse. Femer ist 

5 = x^^^ 2 W^£ = ^x, 

folglich LimJ=: — <» d. h. die Durchschnitte der Tangenten mit der 
Parabelachse rücken ins Unendliche hinaus; es giebt demnach keine 
Asymptote. 

Für die Hyperbel haben wir » wenn a die grosse und b die Meine 
Achse bezeichnet 9 

-. — ^ a/— 5 5 dy b X 6 1 



\ x'^ 



mithin durch Uebergang zur Gränze für unausgesetzt wachsende x 

4. b 

tanT| = — . 
a 
Femer wird 

g = a: \ x^ — a* • X '■ = ^ =— ^ 

a o X XX 
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folglich 

li = Lim— = 0, 

X 

Demnach haben wir nach do. (3) als Gleichung der Asymptote: 

y = 1 X' 

und dieselbe geht durch den Anfangspunkt der Coordinaten. Ist die 
Hyperbel gleichseitig d. h. b=^a, so wird tanr^ = 1, folglich der so- 
genannte Asymptotenwinkel r^ = 45^. 

Mao kann übrigens leicht noch eine zweite Regel zur Aufsuchung 
der Asymptoten geben, die in manchen Fällen von bequemerer An- 
wendung sein wird. Sie gründet sich auf die einfache Bemerkung, 
dass wenn eine der Ordinatenachse nicht parallele Asymptote vor- 
handen ist, die Ordinaten der Curve um so weniger von den zu den 
nämlichen Abscissen gehörigen Ordinaten der Asymptote differiren, je 
grösser die Abscissen selbst genommen werden. Ist z. ß. in fig. 20. 
OA=x , AP=y , AP'=y' und 

y' = itx+ß (4) 

die Gleichung der Asymptote, so hat man offenbar für PP z= c 

y = €CX + ß+S, 

wo nun € eine Grosse ist, die bis zur G ranze Null abnimmt, wenn x 
wächst Aus dieser Gleichung folgt nun: 

X X 

und folglich, wenn man zur Gränze für unendlich zunehmende x über- 
geht, 

a = Lim-2. (5)*) 

*) Diess Resultat ist nur formell von dem unter no. (1) stehenden ver- 
schieden. Heisst nämlich Ti der Winkel, welche irgend eine durch die Glei- 
chung y' = aX-^-fi hesdmmte Gerade mit der Abscisscnachse macht, so ist 
nach bekannten Lehren der analytischen Geometrie « = tan Tj und folglich 

geht die obige Gleichung in tanr^ = Lim — über. Wenn nun äberhaufit eine 

Asymptote existirt, so wird sich dieser Granzwerth nnter die vieldeutige Form 

^ stellen und man findet dann Lim — = Lim^r-, wodurch die Formel (5) 

mit (1) zusammenfällt. Dadurch wird aber no. (5) nach nicht überflüssig, 
weil man «dir eft die Division mit X ausfuhren kann. 
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Hat man auf diese Weise a bestimmt» so ergiebt sich aus der Glei 
chuDg y = aa: + /3 + e, 

ß = Lim(y— aar), 

wodurch nun die beiden Constanten a uiid ß, welche die Lage der 
Asymptote angeben, bestimmt sind. Diese Regel lässt sich auch auf 
implizite Funktionen anwenden, wenn man also blos die Gleichung 
kennt, aus der y noch zu entwickeln wäre* iCann man nämlich die 
letztere auf folgende Form bringen: 

F(a:,y)=:r~9^j) + ^'t(f) +.. = 0, 

wobei die Zahlen m , fi , etc. der Grosse nach absteigend geotdnet 
sind, so ist auch: 

'(f)+^*(i)+-=* 

Weiss man nun im Voraus, dsss Lim (p (-^-J > Lim if;f i^ V ...nicht 
unendlich gross werden, so hat man für unendlich wachsende ^, wegen 
Lim i?. = ff 

9(«) = 0, (7) 

woraus man a zu bestimmen hat. Um ß zu finden, setzefi wir in der 
vorhergehenden Gleichung 

y = aar + I, (8) 

so wird dieselbe: 

<p(<^ + -b + z^ 1'(«+ ~) + - = 0. 

X ar"""^ X 

Man hat aber ferner <p(cc + h) = g>(a) + Ag)'(a + AÄ), mithin, weil 
y(a) = für A= — * 

X X X 

und hierdurch geht die obige Gleichung über in: 

X X^ ^ X 

Ist nun eine Asymptote vorhanden, so ist /! = Lim(y — ax), folglich 
geht dann nach no. (ß) tia ß über, imd die vorige Gleichung giebt: 
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/S9,'(«) + Lim -1^ = 0: 



d, i. 

1) fflrn<»i— 1 , |S=0 \ 

2) „ „=,«_l,|S=_^ } (9) 

9 («) \ 

3) „ n>»«— 1 , ß=z±<x>. ) 

Im ersten Falle geht die Asymptote durch den Anfangspunkt der Coor 
dinaten und ist ganz ein&ch 

y' = ttx 

ihre Gleichung; im zweiten Falle wird letztere 

und im dritten Falle existirt gar keine Asymptote, weil der Durch- 
schnitt der Tangente mit der Abscissenachse ins Unendliche wegrückt. 

Um diess auf ein Beispiel anzuwenden , sei die gegebene Curve 
das Cartesianische Blatt, oder 

F(x,y) = a?3 — Sory + y^ = 0. 

Stellt man sie in der Form 



(i)-i(j)+'=» 3.) 



dar, so fibersieht man auf der Stelle, dass hier Lim^ nicht unend- 
lieh sein kann; denn man hat auch 

i[(j)'-a+'='' 

und hier ist auf der Stelle klar, dass wenn ^ unendlich würde, die 

X 

ganze linke Seite unendlich würde und also nicht mehr =0 sein könnte. 
Wir haben daher nach no. (11) 

«» + 1=0,« = — 1; 

ausserdem ist hier 

9>(a) = «3 , ^(a) = — 3a« 
folglich 

tf;(a) __ -^3a« _^ a 

2a 
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M-egen a = — 1. Mithin ist 

y' = — X — a 

die Gleichung der Asymptote det« Cartesianischeu Blattes. In (ig. \S 
ist dieselbfe mitgezeiehnet und dabei ^X'BT = 45^ und OB =: a. 

Aehnliche Schlüsse sind auf alle algebraischen Curven anwendbar. 



§. 59. 

Die Tangenten und Normalebenen der Curven von doppelter 

Krümmung. 

Jede doppelt gekrümmte Curve hat bekanntlich zwei Gleichungen, 
weil man sie als den Durchschnitt zweier Flächen betrachten kann. 
Bezeichnen niimlich 

*(^>3f,*) = , 5r(a:,y,2) = (1) 

die Gleichungen der t«tich schneidenden Flächen , so geboren diejenigen 
Coordinaten x , y , z, welche beide Gleichungen simultan erfüllen» dem 
Durchschnitte beider Fläcihen, also der Curve doppelter Krümmung an. 
Eliminirt man aus denselben einmal y und einmal x, so erhält man 
zwei Gleichungen ron der Form: 

X = <p(z) , y = ip{x) (2) 

und diess sind die Gleichungen der fraglichen Curve. Giebt man nun 
dem z ein beliebiges Inkrement Jz, so ändecn sieh auch x und y etwa 
um Jx und Jy; um aber anzudeuten ^ dass diese Aenderungen von i^z 

herrühren, wollen wir statt derselben f-~.jJz und (-r) ^^ schrei- ■ 

ben. Sind jetzt In fig. 21. Pund Qdie beiden Punkte der Curve, welche j 



und 



+ (s)^"» + (t)^- = + ^- 



zu Coordinaten haben, so lässt sich die Grosse und Richtung der 
Sehne PQ sehr leicht angeben; die erstere, die etwa q heissen möge, 
durch die einfache Bemerkung, däss q die Diagonale von einem recht- 
winklichen Parallelepipedon ist, n^efches /Hx , Jy , Jz zu Seiten hat. 
Hieraus folgt: 
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Nennen wir femer il , |Li , i; die Winkel, welche PQ mit drei durch 
P den Coordinatenachsen parallel gelegten Geraden macht, so ist: 



, zta, ^v ^z 

cos k == — , cosfA = -^ , cos V = — 



oder 



cos X = 



9 Q Q 



\im<t)^' 



cos ^ = 



cosv = 



Lassen wir nun den Punkt Q inimer näher an P rücken, so ist die 
Tangente SPT der Gräossrall der Sekante und die Winkel, welche ST 
mit jenen drei durch P gelegten Geraden (sefsundären Coordinatenach- 
sen) macht, sind die Gränzwerthe der Winkel l » (i , v. . Nennen wir 
a , ß , y die Winkel , welche die Tangente in P mit den Coordinaten- 
achsen oder den ihnen parallelen Geraden macht, lassen nun das un- 
abhängige Inkrement Jz bis zur Gränze Null abnehmen, und bemer- 
ken, dass 

Lim -T-= y- , Lim -^= -/ 
^z dz Jz dz 

ist, so erhalten wir zur Bestimmung der Richtung der Tangente die Formeln: 

dx 



cos « 



cos ß = 



dy 

dz \ (3) 



22* 
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▼eimOge der Gleichuiigen (2) auch schreiben kamt: 



CM« =: 



cos/}^ 



cos/ = 



1 



w 



Es hat nun auch keine Schwierigkeit » die Gleichungen der Tangente 1 
anzugeben. Nennen wir nämlich S » 17 » {; die Coordinaten irgend eines 1 
Punktes derselben und r seine Entfernung vom Punkte Gr,y,z), soistj 



folglich 



oder 



1—« = rcos« , iy— y = rcos^ , f— z = rcosy; 
i — z " cos y * i — * "" cos y 



V cos ff ,u X COSiS ff, V 



und wenn man hier für cosa , cos/3 y cosy die vorherbestimmten Wer 
the setzt, so wird: 






(5) 



<;« 



oder, was das NSmlicfae ist: 



I = a: + 9)'(i) (f_i) 
, = y + ,(,'(x) (f_i) 



( (6) 



und diess sind die Gleichungen der Tangente, weil man mittelst die- 
ser Formeln I und ri finden kann, sobald i willkührlich angenommen 
worden ist. 

Legt man durch den Punkt P eine Ebene MN senkrecht auf 
der Tangente ST, so nennt man Jf/Vdie Normalebene der Cnrve 
im Punkte (x,y,z). Ihre Gleichung findet sich auf folgende Weise. 
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Mail Man denke sich von O ein Perpendikel p auf die Ebene MN herab- 
gelassen und ausserdem nach einem beliebigen durch die Coordlnaten 
^ 9 V > i bestimmten Punkte derselben von O aus eine Gerade q ge- 
1 zogen, welche mit p den Winkel co einschliessen möge. Es ist dann: 

p =z qcostOy 

I heissen ferner ot , ß , y die Winkel, welche ^, und u , v , a> die, 
welche q mit den drei Coordinatenachsen macht, so ist nach einer be- 
kannten Formel der analytischen Geometrie: 

n k'. 

mk cos CO = cos «cos« + cosvcosj5 + cos od cos/, 

folglich durch Multiptikation mit qz 

^^' p = (^ cos«) cos« + (y€ost;)cosj3 + (9Cosa>)€osy, 

oder 

p = gcosa + 12C0SJ5 + tcosy. (7) 

Diese Gleichung, welche für irgend einen Punkt (i , rj , i) der Nor- 
malebene besteht, muss aber auch für den ebenfalls in der Normal- 
ebene liegenden Punkt {x^y^z) gelten, so dass 

p = j;cosa 4- ycosj9 -(- zcosy 

ist» woraus man durch Subtraktion von (1) 

= (I— a:)oosa -f (ij— y)cos/J + (J— 2)co8y 
oder 

£2!L5(|-:r)+£2*5(,-y) + t-t = 

cos y^ ^ cos y ^ 

erhält. Berücksichtigt man, dass die hier betrachteten Winkel €c,ß,y 
mit den In (3^ und (4) vorkommenden identisch sind, so wird jetzt: 

^ «-*) + f (v-y) + f-» = (8) 

oder 

9'(i)tt-a:) + ^'(zHv-if) + t-x = (9) 

die Gleichung der Normalebene. 

Um diess auf ein Beispiel anzuwenden, betrachten wir diejenige 
krumme Linie, welche den Durchschnitt einer Kugel und eines gleich- 



oa::: 
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«eitigen hyperbolischen Paraboloids hildet. Nenneo wir a den Halb- 
ineMier der ernteren und b die Seite des xweiten, eo haben wir 

T* + y" + 2« - a« = , X« — y« — 6«2 x= 
ftlr die Gleichungen der beiden genannten Flächen. Aus ihnen ergiebt sich 



9 = y«'-x»-^» ^ ^(.^,. 



und durch Differenziation : 

■ tia;_ I — 2t-t-A« _ ,.. 

«/y__J_ — & — &« _...,/ X 

und nun kann man die Gleichungen der Tangente und Normalebene im 
Punicte (Xy^fZ) ohne Weiteres hinschreiben. 



§.60. 
Die l'attgenUalebenen und KormaleH der Flächen. 

In der Gleichung einer Fläche F(:r,y^2)=0sind bekanntlich zwei 
Coordinaten, etvia arund y, wilikührlich, dagegen die dritte z eine Funk- 
tion der beiden anderen, welche man durch Auflösung jener Gleichung nach 
: erhält 9 wobei etna 2=zf(x,y) zum Vorschein kommen möge Geben 
wir nun den Coordinaten x und y ein paar willk^hrliche Inkremente 
Jx und Jif , so nimmt auch z um eine gewisse Grösse /fz zu» weldbe 
Ton ^x und Jy auf bestimmte Weise abhängt. Um diesa zu veran- 
schaulichen > wenden \^ir uns an fig. 22., worin Pein beliebiger Punkt 
der gegebenen Fläche» HA = x , KA = y , AP sc z ist. Lassen 
wir X um die Strecke ABztlAx zunehmen und von B eine Senkrechte 
aufsteigen, so stossen wir auf einen zweiten Punkt Q der Fläche, wo- 
bei wir BQ = z + \-T-)^^ setzen wollen, um anzudeuten, dass 

die Differenz Az, welche zwischen AP und BQ statt findet, von dem 
Zuwachs Ax herrfihrt. Geben wir ebenso dem y ein Inkrement AC 
=: Ay und ziehen wieder CR \\ OZ, so erhalten wir eines dritten Punkt 
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R der gegebenen Fläche, für welchen CR = z + (-r-J-^y sein möge, 

um anzudeuten, dass sich die jetzige Aendei^ng des z von ^y her- 
schreibt Es sind demnach 

die Coordinaten von Pi x , y y z , 

„ Q\ a;+Jxyy,z+ (^) ^^' 

>f Ki X , y-t^Jy , z + C^J ^y^ 

Durch die 3 Punkte P, Q , R wollen wir nun eine Ebene legen, deren 
Gleichung *) 

A^ + Bf, + t+C = Q (1) 

heissen möge, worin A , S y C erst noch zu bestimmen sind. Da P, 
Q , R in dieser Ebene liegen sollen, so müssen ihre Coordinaten die 
Gleichung derselben befriedigen, es muss also 

Ax + By + z + C = 0, 
A(x+Ax)+By + z + (^^ Ax + C =^ 0, 

Ax + B(y+Ay) + z + (^) Ay + C =^ 

sein und aus diesen Gleichungen lassen sich die Unbekannten AyB,C 
sehr leicht eliminiren. Durch Subtraktion der ersten Gleichung von 
der zweiten und dritten erhält man nämlich: 

folglich 



-=-m--=-(%} 



Man könnte nun auch C mittelst der ersten Gleichung bestimmen und 
dann Alles in no. (1) substituiren ; man gelangt aber rascher zum Ziele, 



*) Gewöhnlich stellt man die Gleichung der Ebene unter der Form 
aS +^V + CS + d = 

dar; dividirt man dieselbe mit C und setzt — =:i, — :^i?>*7r^^^' '^ 

c c c 

erhält man die oben benutzte Form. Auch ist leicht einzusehen , dass n ^ 6, 

c , d nicht von einander unabhängig sind , während diess mit A , B y C statt 

findet. 
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TFenn mau vod no. (1) die darauf folgende Gleichung subtrahirt; diess 

glebt 

Aa-x) + Ä(i,-y) + f-x = 0, 

fotglich Tennuge der Werthe von A und jB : 

f- = (^) «-" + ($)"-»)• 

Lassen wir jetzt die wilikührlichen Aenderungen Jx und Jy bis zur 
Gränze Null abnehmen , so rücken die drei Punkte P , Q , R immer 
näher an einander und die Kappe , welche die Ebene durch P y Q und 
R von der Fläche abschneidet, zieht sich zu einem blosen Punkte P 
zusammen; die schneidende Ebene wird zur Tangentialebene und die 

Differenzenquotienten r-^j und (-r-) werden zu partiellen Diffe- 
renzialquotienten 9 weil die Grösse Jz in ( *-;p j na' ^oi^ ^^ und in 
f 2~) ^"' ^^" ^y abhängt Wir erhalten demnach: 

oder auch in leicht verständlicher Bezeichnung: 

i-^x = rs{xyy){l^x) + A(^.y)(i?-») (3) 

als Gleichung der Tangentialebene. 

Es ist nun ebenso leicht, die Gleichungen der Normale im Punkte 
{XyyyZ) aufzustellen. Dieselben seien : 

g = ^J + « , ,; = Bt+ b , . 

so müssen die Coordinaten x , y , z dieselben befriedigen , weil der 
Punkt P in der Normale selbst liegt Es ist also zugleich 
ar = Az -i- a , y =^ Bz -i- b; 

folglich durch Subtraktion: 

und wenn wir o , ß » y die Winkel nennen, welche die Normale mit 
den Coordinatenachsen macht, so muss ganz so wie in §. 59. 

j. COStt/c V , COSiS /«. X /i\ 

I — 0? = (£ — z), w — «tu sl (i — t) (4t) 

cosy^ ^ ' ^ cosy 
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sein. Die Winkel a , ß , y flnden sich anf folgende Weise. Heisst 
p das Perpendikel vom Anfangspunkte der Coordinaten auf die Tan- 
gentialebene^ so sind die Winkel , welche dasselbe mit den Coordina- 
tenachsen einschliesst, mit den Winkeln a , ß , y offenbar identisch^ 
weil die Normale ebenfalls auf der Tangentialebene senkrecht steht. 
Demnach ist wie in §. 59. 

Icosof + ficosß + fcosy = p 

die Gleichung der auf p senkrechten Ebene d. h. der Tangentialebene. 
Diese Gleichung muss nun mit der bereits gefundenen in (2) identisch 
sein 9 höchstens konnte sie um einen constanten Faktor k davon diffe- 
riren, so dass 

wäre. Hieraus findet man 

kHcos^a + cosV + cosV) = (Sf + (%y + * 

Es ist aber überhaupt immer 

cos*« + Gos*j5 + cos*y = 1 
und demnach 

*=±V(£)*+(I7+' 



(6) 



und für den so bestimmten Werth von k ergeben sich aus no. (5) die 
Formeln : 

<»"=Ks)"»"'=KI)"»"=-^= "^ 

mittelst deren die Gleichungen der Normale in no. (4) die einfachere 
Form annehmen: 
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VÜt das «lliptiaclie Panbokäd hat man z. B. 

und hieraus findet man ohne Schwierigkeit 

£-' = §«-*) +p^('»-») 

«nd 

för die Gleichungen der Tangentialebene und Nonnale. 



Gr«iftwald, gedruckt bei F. W. Kunikc. 
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